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Izomorficzna teoria przestrzeni Banacha stanowi niewatpliwie jeden z klasycznych obsza- 
rów badań analizy funkcjonalnej. Istotną częścią tych badań sa próby oszacowania dystorsji 
izomorficznych włożeń, a w szczególności uzyskania dokładnych wartości odległości Banacha- 
-Mazura pomiędzy wybranymi izomorficznymi przestrzeniami Banacha. Tematyka ta została 
zainicjowana przez Stefana Banacha w słynnej monografii [6]. Mianowicie zdefiniował on wiel- 
kość zwaną dzisiaj odległością Banacha-Mazura oraz wprowadził ściśle związane z nią pojęcie 
przestrzeni prawie izometrycznych. Przypomnijmy, że dla przestrzeni Banacha X i Y, prze- 
kształcenie liniowe T : X — Y nazywane jest izomorficznym włożeniem, jeśli istnieją a,b > 0 
takie, że dla każdego z € X 

a ||e|| < [7F(z)|| < b 21. 


Dystorsją izomorficznego włożenia T : X — Y nazywamy liczbę ||7|| ||T~'||, gdzie T~ 
oznacza operator odwrotny do izomorfizmu T działającego ze zbioru X na jego obraz T(X), 
natomiast odległością Banacha- Mazura pomiędzy izomorficznymi przestrzeniami Banacha X 
i Y nazywamy liczbę 


aX, Y) = inf {In (eal IT) : T jest izomorfizmem z X na ae 


W przypadku, gdy d(X, Y) = 0, przestrzenie X i Y nazywamy prawie izometrycznymi. 
Przedmiotem wspomnianej wcześniej ścieżki badań są w szczególności pewne klasy przes- 
trzeni Banacha określanych mianem przestrzeni Lindenstraussa. Przypomnijmy, że przestrzeń 
Banacha X nazywamy przestrzenią Lindenstraussa lub L¡-predualna, jeżeli jej dualna X* jest 
izometrycznie izomorficzna z przestrzenią Lı(u) dla pewnej miary u. Możemy wyróżnić kilka 
klas przestrzeni Banacha, które mają tę własność. Należą do nich chociażby przestrzenie 
Co(K), gdzie K jest lokalnie zwartą przestrzenią Hausdorffa i Co(K) oznacza przestrzeń Ba- 
nacha wszystkich funkcji ciągłych f : K — R znikających w nieskończoności, wyposażoną 
w normę supremum. W szczególności, gdy K jest zwartą przestrzenią Hausdorffa, przestrzeń 
Co(K) zwyczajowo oznaczamy przez C(K). Należy podkreślić, że właśnie ta klasa przes- 
trzeni była dotychczas głównym obiektem badań w kontekście odległości Banacha-Mazura 
w obrębie L¡-predualnych (patrz rozdział 2). W przedłożonej rozprawie zajmiemy się ba- 
daniem wspomnianych zagadnień w przypadku innych podklas L,-predualnych. Mianowicie 
będziemy rozważać przykłady przestrzeni z klas szerszych niż wspomniana klasa przestrzeni 
Co(K), tj. M przestrzeni oraz G przestrzeni. Klasy te zostaną omówione w rozdziale pierw- 
szym. Przedmiotem naszych rozważań będzie również rodzina przestrzeni A(S), gdzie A(S) 
oznacza przestrzeń Banacha funkcji afinicznych i ciągłych na sympleksie Choqueta S, wy- 
posażoną w normę supremum. Należy podkreślić, że klasa ta jest ściśle większa od klasy 


przestrzeni C(K) (patrz Przykład 1.0.6). Klasa przestrzeni A(S) zasłynęła z fundamentalnej 
roli jaką odegrała w teorii zwanej obecnie teorią Choqueta. Do jej kluczowych wyników na- 
leżą twierdzenie Choqueta-Bishopa-de Leeuw oraz twierdzenie Choqueta-Meyera. Obszerne 
omówienie zagadnień tej teorii możemy znaleźć w monografii [54]. Niedawno okazało się, że 
klasa przestrzeni A(S) odgrywa ważną rolę również w metrycznej teorii punktów stałych. 
Otóż, jeżeli X jest ośrodkową L¡-predualna, to X* nie ma słabej* własności punktu stałego 
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ilorazowa przestrzeni X izometryczna z pewną nieskoń- 
czenie wymiarową przestrzenią A(S) (patrz [20]); przestrzeń X* ma słabą* własność punktu 
stałego (w skrócie o(X*, X)-WPS), jeśli dla każdego niepustego, wypukłego, słabo* zwar- 
tego podzbioru C tej przestrzeni, każde nieoddalające przekształcenie (tj. przekształcenie 
T : C > C takie, że ||T(x) — T(y)|| < lx — yl] dla dowolnych x,y € C) ma punkt stały. 
Należy podkreślić, że w powyższej charakteryzacji przestrzeń A(S) nie może być zastąpiona 
przez żadną z przestrzeni C(K). Ponadto określenie “ilorazowa” nie może zostać zastąpione 
określeniem *podprzestrzeń”. Klasa przestrzeni A(S) odgrywa kluczową rolę również w teorii 
przestrzeni wielościennych w kontekście charakteryzacji przestrzeni Banacha mających włas- 
ność rozszerzania dla operatorów zwartych. Przypomnijmy, że wielościenną określamy taką 
przestrzeń Banacha X, dla której domknięta kula jednostkowa dowolnej skończenie wymia- 
rowej podprzestrzeni przestrzeni X jest wielościanem (tzn. ma skończoną liczbę punktów 
ekstremalnych); natomiast mówimy, że przestrzeń Banacha X ma własność rozszerzania dla 
operatorów zwartych (w skrócie WROZ), jeśli dla dowolnych przestrzeni Banacha Y C Z, 
każdy operator zwarty T : Y — X dopuszcza zwarte rozszerzenie T : Z > X z |T|=|7|. 
Mianowicie okazuje sie, że nieskończenie wymiarowa L¡-predualna X ma WROZ wtedy i tylko 
wtedy, gdy X nie zawiera izometrycznej kopii żadnej nieskończenie wymiarowej przestrzeni 
A(S). Wynik ten stanowi jeden z głównych wyników tej rozprawy (Twierdzenie 4.2.6). Do- 
wód Twierdzenia 4.2.6 opiera sie na innej znanej charakteryzacji L¡-predualnych mających 
WROZ (Twierdzenie 4.2.3) oraz najnowszym wyniku M. Zippina (Twierdzenie 4.2.4). Należy 
podkreślić, że teoria przestrzeni wielościennych w obrębie Z4-predualnych została w ostatnich 
latach znacznie przebudowana i rozwinięta (patrz [23, 22, 55)). 

Niezwykle ważną w kontekście badań będących przedmiotem przedłożonej rozprawy klasą 
L;¡-predualnych jest klasa H złożona z /;-predualnych hiperpłaszczyzn w przestrzeni c cią- 
gów zbieżnych. Przedstawia ona izometryczne modele wszystkich /,-predualnych, dla których 
standardowa baza w /, jest słabo* zbieżna. Klasa ta zostanie dokładnie omówiona w rozdziale 
pierwszym. W tym miejscu wspomnimy jedynie, że dla danego e* € (, takiego, że ||e*|| < 1, 
przez We będziemy oznaczać l¡-predualna hiperpłaszczyznę w c, dla której standardowa 
baza w /, = W¿ jest słabo* zbieżna do e*. Do najprostszych przykładów /,-predualnych 
hiperpłaszczyzn w c możemy zaliczyć przestrzeń c oraz jej podprzestrzeń co ciągów zbieżnych 
do zera. Klasa H odgrywa ważną rolę zarówno w teorii punktów stałych, jak również teorii 
przestrzeni wielościennych (patrz [19, 23, 22, 21, 55, 56, 20]), w tym wspomnianej wcześniej 
charakteryzacji Li-predualnych mających WROZ (Twierdzenie 4.2.6). Otóż wykazemy, że 
L¡-predualna X ma WROZ wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera izometrycznej kopii żadnej 
hiperpłaszczyzny We» zawierającej element (1,1,1,...) € c. 

Przedmiotem rozważań w mojej rozprawie będą również /; -sumy proste oraz cy-sumy 
proste /,-predualnych hiperpłaszczyzn w c. Ich zbiór będziemy oznaczać przez F. 

Należy również wspomnieć, że w tej rozprawie istotną rolę odegrają L¡-predualne X skla- 
syfikowane na podstawie usytuowania słabych* punktów skupienia zbioru wszystkich punktów 


ekstremalnych domknietej kuli jednostkowej w przestrzeni X*. Mianowicie bedziemy badaé 
L,-predualne X, dla których (ext By.) C rBx« dla pewnego 0 < r < 1, tzn. zbiór wszyst- 
kich stabych* punktów skupienia zbioru wszystkich punktów ekstremalnych domknietej kuli 
jednostkowej w przestrzeni X* jest zawarty w domknietej kuli o promieniu 0 < r < 1. 
Przestrzenie te maja pewne klasyczne geometryczne własności (patrz [22, 21, 55)), w szcze- 
gólności będące przedmiotem naszego zainteresowania wielościenność, własność rozszerzania 
dla operatorów zwartych oraz słabą* własność punktu stałego. 

Jak wspomnieliśmy wcześniej, niniejsza rozprawa doktorska poświęcona jest badaniom 
dotyczącym odległości Banacha-Mazura pomiędzy wybranymi L,-predualnymi oraz pewnych 
zastosowań uzyskanych wyników. 

Rozprawa składa się z czterech rozdziałów. Pierwsze dwa rozdziały służą wprowadzeniu 
do zagadnień stanowiących przedmiot rozprawy. 

Rozdział pierwszy zawiera podstawowe definicje i fakty dotyczące wspomnianych wcze- 
śniej, wybranych klas L¡-predualnych. 

Pierwsza część drugiego rozdziału stanowi przegląd najważniejszych wyników dotyczących 
odległości Banacha-Mazura pomiędzy przestrzeniami Co(K), natomiast druga część poświę- 
cona jest zagadnieniu prawie izometrycznych /,-predualnych. 

Kolejne dwa rozdziały stanowią główną część mojej rozprawy. Prezentują one serię nowych 
wyników, w tym część nieopublikowanych. 

Rozdział trzeci dotyczy izomorficznych włożeń oraz izomorfizmów pomiędzy pewnymi L4- 
-predualnymi. Udowodnimy w nim, że jeżeli X jest nieskończenie wymiarową /4-predualną 
taką, że (ext By.) C rBx« dla pewnego 0 < r < 1, to dla każdego izomorficznego włożenia 
Tzcw X mamy 
3-T 
l+r 
(Twierdzenie 3.1.3). Ponadto wykazemy, ze dla kazdego r € (0,1) oszacowanie to jest do- 
ktadne (patrz Przykład 3.1.9). Następnie udowodnimy ogólniejszy wynik, w którym przes- 
trzeń c zostanie zastąpiona przez hiperpłaszczyznę W,.. Mianowicie pokażemy, że jeżeli 
e* € Ba i X jest nieskończenie wymiarową L,-predualna taką, że (ext By.) c rBy» dla 
pewnego 0 < r < |le*||, to dla każdego izomorficznego włożenia T z Wes w X mamy 


TIT" > 


1+2l|e"|| — r 
l+r 


(Twierdzenie 3.2.1). Ponadto wykazemy, ze dla dowolnego 0 < r < 1 i dowolnej hiperptasz- 
czyzny We» takiej, że ||e*|| > r, powyższe oszacowanie jest dokładne (patrz Przykład 3.2.4). 
W ostatniej części tego rozdziału podamy nieopublikowany dotąd wynik dotyczący oszaco- 
wania dystorsji dowolnego izomorfizmu z ¢,-predualnej X na cy. Mianowicie wykażemy, ze 
jeżeli X jest /,-predualną izomorficzną z cy, to dla dowolnego izomorfizmu T : X — co mamy 


IZ" > 


PTA] > 1+ 2r*(X), 


gdzie r*(X) = inffr > 0 : (ext Bx) C rBx+) (Twierdzenie 3.3.1). Oszacowanie to jest 
dokładne (patrz Uwaga 3.3.7). 

W rozdziale czwartym zaprezentujemy kilka zastosowań wyników otrzymanych w roz- 
dziale trzecim. Na początku sformułujemy wynik dotyczący stabilności wielościenności w ob- 
rębie L,-predualnych. Stanowi on, że jeżeli X jest nieskończenie wymiarową I4-predualną 


taką, ze (ext Bx+) C rBx+ dla pewnego 0 < r < 1, Y jest L¡-predualna izomorficzną z X 
i d(X,Y) < m Li to Y jest przestrzenią wielościenną (Wniosek 4.1.3). Należy podkreślić, 
że oszacowanie to jest dokładne dla każdego r € [0,1) (patrz Przykład 3.1.9). Wynik ten 
jest konsekwencją Twierdzenia 3.1.3 i znanego faktu, że L¡-predualna jest przestrzenią wielo- 
ścienną wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera izometrycznej kopii przestrzeni c (Twierdzenie 
4.1.2). Warto zaznaczyć, że badanie stabilności własności wielościenności w obrębie wszyst- 
kich przestrzeni Banacha jest bezprzedmiotowe (patrz Uwaga 4.1.4). 

Następnie podamy analogiczny wynik dotyczący stabilności własności rozszerzania dla 
operatorów zwartych. Wykazemy, że jeżeli X jest nieskończenie wymiarową /4-predualną 
taką, że (ext By.) C rBx« dla pewnego 0 < r < 1, Y jest L¡-predualna izomorficzną z X 
id(X,Y)< ln A to Y ma WROZ (Twierdzenie 4.2.8). W tym celu, wraz z Twierdzeniem 
3.1.3 wykorzystana zostanie nowa, wyżej wspomniana charakteryzacja L¡-predualnych mają- 
cych WROZ (Twierdzenie 4.2.6). Warto podkreślić, że oszacowanie uzyskane w Twierdzeniu 
4.2.8 jest dokładne dla każdego r € (0,1) (patrz Przykład 3.1.9). Przypomnijmy, że każda 
przestrzeń Banacha mająca WROZ musi być wielościenną L,-predualna [45], wobec czego 
badanie stabilności WROZ w obrębie /4-predualnych jest naturalne. 

W dalszej części rozprawy zajmiemy się badaniem topologicznych i metrycznych własności 
przestrzeni (H,d), gdzie d oznacza odległość Banacha-Mazura, przy czym utożsamiamy ze 
sobą prawie izometryczne hiperpłaszczyzny. Wykażemy, że przestrzeń (H, d) jest homeomor- 
ficzna z przestrzenią (K, d,,), gdzie 


K=fceq:||x|| <1iz(i) > z(i + 1) > O dla wszystkich ¿ € N} 


i da (x,y) = le — yll = XA, |x(2) — y(i)| dla wszystkich x,y € K (Twierdzenie 4.3.1). Za- 
uważmy, że z Twierdzenia 4.3.1 możemy natychmiast wywnioskować pewne topologiczne 
własności przestrzeni (H, d). Otóż nietrudno zauważyć, że przestrzeń K jest ośrodkowa i nie 
jest lokalnie zwarta w żadnym punkcie (patrz Uwaga 4.3.8), a wobec tego H również. Następ- 
nie, ponieważ zbiór K jest wypukły, Twierdzenie 4.3.1 pokazuje, że przestrzeń H jest ściągalna 
oraz ilustruje mnogość ścieżek w przestrzeni H łączących jej dwa dowolne elementy. W kolej- 
nej części rozdziału podamy konstrukcję homotopii ściągającej H do cy wzdłuż najkrótszych 
ścieżek w H oraz policzymy długość każdej z nich (Twierdzenie 4.3.9). W szczególności wy- 
każemy, że najkrótsza krzywa w H łącząca c z co ma długość In4. Należy podkreślić, ze 
w dowodzie Twierdzenia 4.3.9 wykorzystamy uzyskane przez nas wyniki dotyczące dokład- 
nych oszacowań dystorsji izomorficznych włożeń wraz z przykładami optymalnych izomor- 
fizmów pomiędzy odpowiednimi /;-predualnymi hiperpłaszczyznami w c (Twierdzenie 3.2.1 
i Przykład 3.2.4). 

Ostatnia część rozdziału czwartego poświęcona jest zagadnieniu stabilności słabej* włas- 
ności punktu stałego w obrębie /;-predualnych. W tej części pracy podamy dokładne wartości 
stałych stabilności dla słabej* własności punktu stałego w klasie H (Twierdzenie 4.4.18) oraz 
w klasie F (Twierdzenie 4.4.19). Następnie wprowadzimy nową stałą stabilności opartą na 
metryce ścieżkowej i podamy dokładne wartości tej stałej w przypadku przestrzeni (H, d) 
(Twierdzenie 4.4.20) oraz (F,d) (Twierdzenie 4.4.21). 

Ponadto niniejsza rozprawa zawiera liczne przykłady i rysunki ilustrujące omawiane za- 
gadnienia. 

W rozprawie używamy standardowych oznaczeń. Dla zadanej nieskończenie wymiarowej 
rzeczywistej przestrzeni Banacha X symbolami By i Sx oznaczamy, odpowiednio, domkniętą 
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kulę jednostkową i sferę jednostkową w X. Przez X* oznaczamy przestrzeń dualną (sprzężoną) 
do X. Jeśli A C X, to A, int A, conv A, lin A oraz ext A oznaczają, odpowiednio, domknięcie 
zbioru A w X, wnętrze zbioru A, otoczkę wypukłą zbioru A, otoczkę liniową zbioru A oraz 
zbiór wszystkich punktów ekstremalnych zbioru A. Jeśli A C X*, to przez A oznaczamy 
słabe: domknięcie zbioru A, natomiast przez A’ zbiór wszystkich słabych” punktów skupienia 
zbioru A: 
A =fa* € X*: 0° € (A\ {ey}. 

Jeżeli A C X*, to +A oznacza anihilator zbioru A w X. Jeśli f € X*, to przez ker f oznaczamy 
jądro funkcjonału f tzn. ker f = {x € X : f(x) = 0}. Mówimy, ze (domknięta) podprzestrzeń 
Y przestrzeni X jest hiperptaszczyzna w X, jeśli Y = ker f dla pewnego f € Sx». Ponadto 
dla z € Sx, przez D(x) oznaczamy zbiór 


D(x) = {x* € Sx» : z*(x) = 1}. 


Fakt, że X zawiera izometryczna kopię przestrzeni Y zapisujemy jako Y C X. Jeśli X jest 
izometrycznie izomorficzna z Y, to piszemy X = Y. 

Niech (Q, A, u) będzie przestrzenią z miarą. Przez Lı (Q, A, u) (lub krócej Z;(u)) rozu- 
miemy przestrzeń klas równoważności funkcji mierzalnych f : Q > R takich, że Ją |f|du < oo, 
ze wzgledu na relację równości prawie wszędzie, z normą 


Fl = /Ifldu. 
Q 


Przypomnijmy, że punkty ekstremalne kuli By, ,,) sa postaci A- xa p.w., gdzie A jest atomem 
miary u, Xa jest funkcją charakterystyczną zbioru A oraz A jest taką liczbą rzeczywistą, że 
[A| = (A) 

Następnie przez Lo(Q, A, u) (lub krócej Lo (p)) oznaczamy przestrzeń klas równoważno- 
ści funkcji mierzalnych f : Q > R istotnie ograniczonych tj. takich, że supzegu |f (£)| < oo 
dla pewnego zbioru A € A takiego, ze (A) = 0. Norme w przestrzeni Zx(u) określa się jako 
supremum istotne funkcji f w Q tj. 


|flL= supess|f(z)|=inffk>0:|f(z)|<kdlapw.zeQ). 
En 


Oczywiście ext Brin) = {f € Loo(u) : |f(x)| = 1 dla p.w. z € Q}. 

W przypadku, gdy dla zadanego zbioru I przyjmiemy, ze u jest miarą liczącą w tym zbio- 
rze, to zamiast L4(T,2',u) i L-(T,2',u) piszemy odpowiednio /,(T) oraz £„(T). Warto 
nadmienić, że przestrzeń ¢,([) możemy utożsamiać z przestrzenią wszystkich elementów 
x = (z(Y))yer takich, że Xer |1(7)| < 00, przy czym tylko co najwyżej przeliczalnie wiele 
składników jest niezerowych, z normą 


lell = > le). 


yer 


Natomiast przestrzeń ¢..([) możemy utożsamiać z przestrzenią wszystkich elementów z = 
(x(7))yer takich, że sup, er |1(7)| < 00, z norma 


|z| = sup|z(9)|. 
yer 
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W szczególności, gdy I = N, /,(N) i €.(N) oznaczamy odpowiednio przez /4 oraz lo, 

Dla dowolnego y € I element eż € /,(T) określamy przez eż(j) = 9,,;, gdzie z" =L 
gdy j = y oraz ô; = 0, gdy j € T \ {7}. W szczególności, w SE wpadła przestrzeni /4, (e *) 
oznacza jej standardową bazę Schaudera. Warto odnotować, że ext Bam) = (Łe, : y € TH 
oraz ext Br) = {(£(Y) wer € loo ie ) : |a(y)| = 1 dla wszystkich y € T}. 

Przypomnijmy, ze (/,(T))* = £ (1). Mianowicie dla dowolnego funkcjonału f € (4,(T))* 
istnieje dokładnie jeden element y = (y(7))yer € Lo (1) taki, że 


yer 


dla dowolnego x = (x(7))yer € 4(T) i II fll = llyll = sup, er |y(y)|. Odwzorowanie ¢ : f => y 
jest izometrycznym izomorfizmem przestrzeni (2, (D))* na przestrzeń (T). 

Niech X;,...,X, będą przestrzeniami Banacha. Przez ¢2.-sume prostą przestrzeni 
X1,..., Xn, oznaczaną symbolem (077, Xi) , rozumiemy przestrzeń Banacha wszystkich 
n-krotek x = (x1,...,x,) takich, że x; € X; ‘dla i= 1,...,n, wyposazona w norme maksi- 
mum 


Ie|| = max Iza! x, 


W pewnych przypadkach na oznaczenie (2,-sumy prostej przestrzeni X; i X2, będziemy sto- 


sować zapis X, © Xə. Odpowiednio przez /7-sumę prostą przestrzeni X1,..., Xn, oznaczaną 
symbolem (37, X; i)ens rozumiemy przestrzeń Banacha wszystkich n- krotele BE E OE in) 
takich, ze x; € X; dla i = 1,...,n, wyposażoną w normę 


n 
lell => lleill, - 
i=1 


Jeżeli (X;)ien jest ciągiem przestrzeni Banacha, to przez co-sume prostą przestrzeni (X;);eN; 
oznaczaną symbolem (2721 X;),, rozumiemy przestrzeń Banacha wszystkich ciągów z = 
(vi)ien takich, że x; € X; dla każdego i € N oraz lim ||z;||,, = 0, wyposażoną w normę 


maksimum 


||] = max liza y 


Natomiast /,-sumę prostą przestrzeni (X;);eN, oznaczaną symbolem (7774 Xilas definiujemy 
jako przestrzeń Banacha wszystkich ciągów z = (£;);en takich, ze z, € X; dla każdego i € N 
oraz (||c;||x,)sen € 41, wyposażoną w normę 


OO 
lell = X lleill% 
i=1 


Składam serdeczne podziękowania mojemu promotorowi dr. hab. Łukaszowi Piaseckiemu 
za wysiłek włożony w mój rozwój naukowy, niezliczone godziny inspirujących rozmów o mate- 
matyce, życzliwość i wyrozumiałość. Pragnę również podziękować za wsparcie udzielone pod- 
czas pisania niniejszej rozprawy, w tym niezwykle trafne komentarze i sugestie, które przy- 
czyniły się do powstania finalnego jej kształtu. 

Serdecznie dziękuję moim rodzicom i bratu za niezachwiana wiarę we mnie i wsparcie 
w podążaniu ża marzeniami. 


ROZDZIAŁ 1 


Przykłady Ly4-predualnych 


Rzeczywista przestrzeń Banacha X nazywamy L,-predualng (lub przestrzenią Linden- 
straussa), jeżeli X* = Lı(u) dla pewnej miary u. W przypadku, gdy X* = ¢,, X nazy- 
wamy ¢,-predualng. Do najbardziej znanych /,-predualnych należą przestrzeń c wszystkich 
ciągów zbieżnych oraz jej podprzestrzeń cy wszystkich ciągów zbieżnych do zera, wyposażone 
w normę supremum. Kolejne przykłady /,-predualnych możemy uzyskać rozważając £% -sumy 
proste oraz cy-sumy proste tych przestrzeni. 

W rzeczywistości wspomniane przykłady /,-predualnych są elementami szerszej klasy 
przestrzeni Co(K), jednych z najważniejszych i dotychczas najczęściej studiowanych w lite- 
raturze przestrzeni Lindenstraussa. Przypomnijmy, że jeśli K jest lokalnie zwartą przestrze- 
nią Hausdorffa, to przez Co(K) rozumiemy przestrzeń Banacha wszystkich funkcji ciągłych 
f: K — R znikających w nieskończoności, wyposażoną w normę supremum 


fll = sup |/F(2)|; 
zEK 


mówimy, że funkcja f : K — R znika w nieskończoności, jeśli dla każdego e > 0 zbiór 
{x € K :|f(x)| > e) jest zwarty. Zauważmy, że jeżeli K jest zwartą przestrzenią Hausdorffa, 
to dowolna funkcja ciągła f : K — R znika w nieskończoności, ponieważ dla dowolnego 
e > 0 zbiór {x € K : |f(x)| > e) jest domkniętym podzbiorem zbioru K i w konsekwencji 
zbiorem zwartym. Zatem, jeżeli K jest zwarty, to Cy(K) jest przestrzenią wszystkich funkcji 
ciągłych f : K — Ri wobec tego w tym przypadku będziemy pisać C(K) zamiast Co(K). 
Do klasy przestrzeni Co(K) należą wspomniane przestrzenie c i co, jak również przestrzeń Lo 
czy Co(D), gdzie przez co(T) rozumiemy podprzestrzeń złożoną z tych elementów z € @,,(T), 
dla których zbiór (y €T : |x(y)| > e) jest skończony dla dowolnego e > 0. Rzeczywiście, jeśli 
przyjmiemy, że [ jest dowolnym zbiorem z topologią dyskretną, to przestrzeń Co(T) możemy 
izometrycznie utożsamiać z przestrzenią co(D'). W szczególności, dla T = N. otrzymujemy 
Co(N) = co(N) = co. Ponadto, jeżeli dla zbioru liczb naturalnych N z topologią dyskretną 
rozważymy jednopunktowe uzwarcenie Aleksandrowa N* lub uzwarcenie Cecha-Stone'a BN, 
to C(N*) możemy izometrycznie utożsamiać z przestrzenią c, natomiast przestrzeń C(GN) 
z lx. Do ważnych przykładów przestrzeni Co( K) należą przestrzenie Co([1,a)) i C([L, a]), 
gdzie a jest liczbą porządkową i przez [1,a) (odpowiednio [1,a]) rozumiemy zbiór wszyst- 
kich liczb porządkowych A takich, że I < A < a (odpowiednio 1 < A < a), wyposażony 
w topologię porządkową. Ponadto symbolem w oznaczamy pierwszą nieskończoną liczbę po- 


rządkową. Zauważmy, że przestrzenie Co([1,wn)), gdzie n € N oraz Co([1,w?)) możemy izo- 


metrycznie utożsamiać odpowiednio z (co B "7 c) oraz (2774 C): Zauważmy również, 


en, 
że C([1,wn]) = 00; c),„ dla każdego n € N. Dla kompletności rozważań warto wspomnieć, 
że l% -sumy proste oraz Co-sumy proste przestrzeni cy sa izometrycznie izomorficzne Z Co. 
Szerszą niż wspomniana klasa przestrzeni Co(K) jest klasa M przestrzeni i ogólniej G 
przestrzeni. Przypomnijmy, że przestrzeń Banacha X nazywamy M przestrzenią, jeżeli może 
być przedstawiona w następujący sposób (patrz [36]): istnieją zwarta przestrzeń Hausdorffa 
K, zbiór indeksów I oraz zbiór A trójek {kł, k2, Aałacr z kł, k? € K i àa > O takie, że 
X jest zbiorem wszystkich funkcji f € C(K) spełniających warunek f(k1) = A,/f(kż) dla 
wszystkich a € I. Jeżeli w powyższej charakteryzacji przyjmiemy, że A, może być dowolną 
liczbą rzeczywistą, to otrzymamy definicję G przestrzeni (patrz [43]). Aby pokazać, ze do- 
wolna przestrzeń Co(K) jest M przestrzenią wystarczy rozważyć jednopunktowe uzwarcenie 
K* przestrzeni K, K* = K U {ko}, gdzie ko ¢ K. Wtedy dla ustalonego kı € K, zbiór 
{f € C(K*) : f(ka) = 0: f(k1)) jest M przestrzenią izometrycznie izomorficzną z Co(K). 
Uzasadnienie faktu, że dowolna G przestrzeń jest L¡-predualna możemy znaleźć w [45]. Dla 
kompletności rozważań prowadzonych w dalszej części pracy przywołajmy jej charakteryza- 
cję. 
Twierdzenie 1.0.1 (J. Lindenstrauss, D. E. Wulbert [46]). Przestrzeń Banacha X jest G 
przestrzenią wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x,y € X istnieje u € X taki, że 


x*(u) = max{x*(x), z*(y),0) + min{2*(x), x*(y), 0) (1.1) 
dla każdego x* € ext Bx«. 


Kolejnymi rozważanymi przez nas L¡-predualnymi będą przestrzenie A(S). Przez A(S) 
oznaczamy przestrzeń Banacha wszystkich funkcji afinicznych i ciągłych na sympleksie Cho- 
queta S i o wartościach rzeczywistych, wyposażoną w normę supremum. Przypomnijmy, ze 
niepusty, zwarty, wypukły podzbiór S lokalnie wypukłej przestrzeni liniowo-topologicznej E 
nazywamy sympleksem Choqueta, jeżeli przy włożeniu E jako hiperpłaszczyzny E x {1} 
w przestrzeń E x R stożek 


S=fareExR:2€SC Ex {l},a>0} 


generowany przez © transformuje E x R w przestrzeń częściowo uporządkowaną, w taki 
sposób, że S — Š jest kratą wektorową (patrz [54, rozdział 10]). Zauważmy, że w przypadku 
przestrzeni skończenie wymiarowych definicja sympleksu Choqueta pokrywa się z klasyczną 
definicją sympleksu. Fakt, że przestrzeń A(S)* = Lı(u) dla pewnej miary u można znaleźć 
w [7]. 

Wracając do rozważań kluczowych dla mojej rozprawy należy zwrócić uwagę na relację 
jaką ma klasa przestrzeni A(S) z wcześniej wspomnianą klasą przestrzeni C(K). Miano- 
wicie, jeżeli K jest zwartą przestrzenią Hausdorffa, to przestrzeń C(K) jest izometrycznie 
izomorficzna z przestrzenią A(S), gdzie S jest słabo* zwartym, wypukłym zbiorem wszyst- 
kich miar probabilistycznych na podzbiorach borelowskich zbioru K (patrz [40|). Wobec tego 
klasa przestrzeni C(K) zawiera się w klasie przestrzeni A(S), należy jednak podkreślić, że ta 
druga jest od niej ściśle większa (patrz Przykład 1.0.6). Przywołamy teraz ważne i użyteczne 
charakteryzacje ich obu. 
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Twierdzenie 1.0.2 (Z. Semadeni [57|). L¡-predualna X jest przestrzenią A(S) wtedy i tylko 
wtedy, gdy ext By 4 0. 


Twierdzenie 1.0.3 (J. Lindenstrauss [45]). L;-predualna X jest przestrzenią C(K) wtedy 
i tylko wtedy, gdy zbiór ext By» jest słabo* domknięty oraz ext By 40. 


Warto tutaj wspomnieć, ze ext Bo(k)* = (E0k : k € K}, gdzie 0,(f) = f(k) dla dowolnego 
f € C(K) (patrz [4]) oraz ext Bok) = {f € C(K) : |f(x)| = 1 dla wszystkich x € K}. Jeżeli 
X jest domkniętą podprzestrzenią przestrzeni C(K), to każdy punkt ekstremalny kuli By. 
jest postaci +ô, dla pewnego k € K (patrz rozdział V, $8, Lemat 6, [25]). Wobec tego z faktu, 
że A(S) C C(S), wynika że każdy punkt ekstremalny kuli Ba(s)- jest postaci +0, dla pewnego 
s € S. Ponadto, ponieważ funkcja stała f, równa 1 na S, należy do przestrzeni A(S), więc 
(ext Bas) C Sas). 

Nieskończenie wymiarowe przestrzenie A(S) odegrają kluczową role w charakteryzacji 
przestrzeni Banacha mających własność rozszerzania dla operatorów zwartych (patrz Twier- 
dzenie 4.2.6). 

Dla kompletności rozważań należy wspomnieć, że nie ma relacji zawierania się pomiędzy 
klasą M przestrzeni, czy ogólniej G przestrzeni, a klasą przestrzeni A(S). Mianowicie możemy 
znaleźć M przestrzenie, czyli również G przestrzenie, które nie są przestrzeniami A(S) (patrz 
Przykład 1.0.7) oraz takie przestrzenie A(S), które nie są G przestrzeniami (patrz Przykład 
1.0.6). 

Podsumowując dotychczasowe dywagacje, relacje pomiędzy wspomnianymi klasami przes- 
trzeni możemy zilustrować za pomocą poniższego diagramu, gdzie X — Y oznacza, że każda 
przestrzeń z klasy X należy również do klasy Y. Bardziej szczegółowy diagram można znaleźć 
w [46] czy [43]. 


CULO) —% M —-— G 


C(K) / S X* = Ly(u) 
ie ae 45 p 


Rysunek 1.1: Zależności pomiędzy wybranymi klasami £,-predualnych. 
Następną klasą przestrzeni, która odegra fundamentalną rolę w mojej rozprawie doktor- 


skiej będzie klasa H wszystkich /;-predualnych hiperpłaszczyzn w przestrzeni c. Dla dowol- 
nego e* = (e*(1),e*(2),...) € & hiperpłaszczyznę W,» w c definiujemy w następujący sposób: 


1—00 


Wes = fa = (x(1),x(2),...) € c: lim z(i) = Seo). 


Należy zaznaczyć, że powyżej przedstawiona notacja hiperpłaszczyzny w c jest niewielką 
modyfikacją notacji wprowadzonej wcześniej w pracy [18], w której to hiperpłaszczyznę w c 
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oznacza sie symbolem Wy i definiuje jako jądro funkcjonału f € Se (patrz Uwaga 1.0.5). 
Przyjmując, że e = (1,1,1,...) 1 en = (0,...,0,1,0,0,...), gdzie 1 występuje na n-tym 
miejscu, przypomnijmy, ze dla każdego funkcjonału f € c* istnieje dokładnie jeden element 


y = (v(l),y(2),...) = (10 = > sled) Fes), f(e2),.. ) Et 


taki, ze 
f(x) = y(1) lim a(i + Lat y(i + 1) 
dla dowolnego x = (z(1),x(2),...)eci|f|| = llyll = 22, ly(ż)|. 


Przywołamy teraz kluczowe informacje dotyczące hiperpłaszczyzn w przestrzeni c. 
Twierdzenie 1.0.4 (E. Casini, E. Miglierna, Ł. Piasecki [18]). 

(i) W¿ = 4 wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z następujących warunków: 
(a) et € Ba, 
(0) lell > 1 4 Je*()| > 501 + |le*||) dla pewnego i € N (hiperptaszczyzna spełniająca 

ten warunek jest izometryczna z przestrzenią c). 

(ii) Niech e* € Ba. Wtedy 
(a) We = c wtedy i tylko wtedy, gdy |e*(i)| = 1 dla pewnego i € N. 
(b) We = co wtedy i tylko wtedy, gdy e* = (0,0,0,...). 


(ui) Dla dowolnego e* € By, mamy W¿. = lą, gdzie izometryczny izomorfizm 9 : li + WA 
jest określony wżorem 


=> z(i)y(i) 
i=l 
dla każdego y = (y(1), y(2),...) € & i każdego x = (x(1), x(2),...) € We. Ponadto 


* o(l1,Wex) * 
n e , 


gdzie o(X*, X) oznacza słabą” topologię na X* indukowaną przez X. 


* 


(iv) Jeżeli X jest ¢,-predualng taką, ze standardowa baza (ež) w & jest o((,, X )-zbiezna do 


e*, to X = We. 


Uwaga 1.0.5. Zauważmy, że 


We = W; = ker f = fa Ec: f(1) lim z(i) A Ga D)x(0) = o}, 


i=1 


gdzie 


f=| 1 — | = se pe) Se 
1+ lle) tle" 1-lle*|| 1 + lex] 
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Wobec tego przyjęta notacja W,. dla hiperpłaszczyzny w c nie uwzględnia przypadku, gdy 
f(1) =0. Jednakże, mając na uwadze, że 


1 
W; = £, wtedy i tylko wtedy, gdy |f()| > % dla pewnego ¿€ N 
oraz fakt, że 
1 
Wy = c wtedy i tylko wtedy, gdy |f(t)| > 5 dla pewnego i > 2 


(patrz [18, Twierdzenie 1.2|), z dokładnością do izometrii możemy przyjąć, że 
H = {We i e” € By}. 


Klasa H jest niezwykle bogata i różnorodna. Możemy w niej odnaleźć przykłady przes- 
trzeni, które należą do wspomnianych klas A(S), C(K), G czy M przestrzeni, a także takie, 
które nie należą do żadnej z nich (ani żadnej z pozostałych klas L¡-predualnych omawianych 
w pracy [46]). Uwagi te zilustrujemy teraz odpowiednimi przykładami. 


iw) m...) E Sa. Zauważmy, ze 
(1,1,1,...) € ext By.., ponieważ (1,1,1,...) € ext Be. Zatem z Twierdzenia 1.0.2, We jest 
przestrzenią A(S) dla pewnego sympleksu Choqueta S. Łatwo zauważyć, że w tym przypadku 
mamy 


Przykład 1.0.6. Rozważmy przestrzeń W,., gdzie e* = € 1 


p= COONS TEWO SL, yli) >0,661,2,... |. 


Z drugiej strony, z punktu (iii) Twierdzenia 1.0.4 mamy (ext By» ) = {te*} É ext By... 
Z Twierdzenia 1.0.3 otrzymujemy, że W,» nie jest przestrzenią GK). | 

Wykazemy teraz, że W,. nie jest G przestrzenią. Rozważmy x,y € W postaci z = 
(2. 5, 2%) iy= (1. -2,1,5,3, Dyk) Gdyby dla z i y istniał u = (u(1),u(2),...) € We 
taki, że równość (1.1) byłaby spełniona dla każdego e, € ext By», , to 


u(n) = maxfz(n), y(n), 0) + minfz(n), y(n), 0) 


dla dowolnego n e N. Wtedy u = (1-1 b 3 A z, S ), ale u € W.«, sprzeczność. Z Twier- 
dzenia 1.0.1, W.- nie jest r przestrzenią. 

Warto tutaj wspomnieć, że We» jest elementem ważnej podklasy /;-predualnych hiper- 
płaszczyzn w c odgrywającej kluczową rolę w charakteryzacji przestrzeni Banacha mających 
własność rozszerzania dla operatorów zwartych (patrz Twierdzenie 4.2.6). Do podklasy tej 
należą /;-predualne hiperpłaszczyzny w c zawierające element (1,1,1,...) € c, tzn. takie 
przestrzenie W,., że z” € Sp, 1902, t*(i) = 1 oraz wszystkie inne z nimi znich ne (patrz 


Stwierdzenie 2.2.2). 


Przykład 1.0.7. Rozważmy hiperpłaszczyznę W.. ze* = (r,0,0,...)i0 <r < 1. Zauważmy, 
że ext By,, = 0. Rzeczywiście, dla dowolnego x € Sw, mamy x = ły + 342, gdzie 


re (0.20 FZMAŻJĘ A EO a) | A...) € Bw... 


2 
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¿= (0.20 z KO z = 


i y(i) 4 z(i) dla każdego i € {2,3,...} takiego, że |x(i)| 4 1. Wobec tego We» nie jest przes- 
trzenią A(S) i w konsekwencji nie jest przestrzenią C(K). Zauważmy również, że z punktu 
(iii) Twierdzenia 1.0.4 mamy (ext Bw», )' = [+e*] ¢ ext Bi», (por. Twierdzenie 1.0.3). 

Z drugiej strony łatwo wywnioskować, że tak określona W,. jest M przestrzenią. Miano- 
wicie wystarczy zauważyć, że Wo = {x € C([1,w|) : z(w) = ra(1)}. Dodajmy również, ze 
żadna z tych przestrzeni nie jest przestrzenią Co(K) (patrz np. [44, Stwierdzenie 4.6)). 

Należy podkreślić, że w dalszej części pracy wyznaczymy dokładne wartości odległości 
Banacha-Mazura pomiędzy dowolnymi hiperpłaszczyznami powyższej postaci (patrz Przy- 
kład 3.1.9, Przykład 3.2.4, Uwaga 3.2.6). 


vo) € Bi 


Przykład 1.0.8. Rozważmy przestrzeń W,., gdzie e* = (3, — 2225 9 € Sa. Poka- 
zemy, ze ext By,, = 0. Weźmy dowolny x € Sy... Niech 


y= (sa) + Leo a BOI a) + OA a) + A | 
oraz 
ż= (+a) — EA a) = SON (3) _ O a) 1 z EA 


Wtedy y, z € By,. ix = 5y+32. Zauważmy, ze y(i) 4 z(i) dla każdego i € (2,3,... ) takiego, 
że |x(i)| 4 1, a ponieważ W,. nie zawiera elementu z € Sw.. takiego, że lim, „x r(i) = +1, 
więc y # z. Wobec tego ext By,, = Ú i w konsekwencji We» nie może być przestrzenią A(S), 
a zatem również przestrzenią C(K). Zauważmy, że z punktu (iii) Twierdzenia 1.0.4 mamy 
(ext Bi», ) = {+e*} É ext By», (por. Twierdzenie 1.0.3). 

Pokażemy teraz, ze W,« nie jest G przestrzenią. Rozważmy x,y € W,» takie, że z = 
CARTRE oraz y = (11-5,0,4,4,3,.-.). Załóżmy, że dla z i y istnieje taki u = 
(u(1), u(2),...) € Wex, że równość (1.1) jest spełniona dla każdego e, € ext By; . Wtedy 


u(n) = maxfz(n), y(n), 0) + minfz(n), y(n), 0) 


dla dowolnego n € N i w konsekwencji u = (2,2,1,1,1,...), ale u £ W, sprzeczność 
z założeniem. Z Twierdzenia 1.0.1, We» nie jest G przestrzenią. 
W rzeczywistości można pokazać, że powyższa hiperpłaszczyzna nie należy do żadnej 


z klas L¡-predualnych omawianych w [46]. 


Oprócz wspomnianej klasy ¢,-predualnych hiperpłaszczyzn w c obiektem naszego zain- 
teresowania są również, odpowiednio, ¢%.-sumy proste oraz co-sumy proste tych przestrzeni. 
Przyjmijmy teraz następujące oznaczenia. Dla dowolnego n € N połóżmy 


r= ($w) E id onl, 
4=1 łn 
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Zauważmy, ze w przypadku, gdy n = 1, zbiór Fı pokrywa sie ze zbiorem H. Następnie, niech 


r(e) 


E EF U] E 


nEN 


ate Basien}, 


0 


Ponadto przyjmijmy, ze 


Łatwo sprawdzić, ze wszystkie przestrzenie należące do klasy F sa /;-predualnymi. 

Warto zauważyć, że chcąc otrzymać kolejne przykłady I4-predualnych, nie musimy ogra- 
niczać się do /% -sum prostych oraz co-sum prostych /,-predualnych hiperpłaszczyzn w c. 
Możemy konstruować odpowiednie sumy proste ze wszystkich wspomnianych do tej pory 
L¡-predualnych, np. A(S) @ M. 

W naszych rozważaniach istotną rolę odegra również inna klasyfikacja L¡-predualnych X 
oparta na usytuowaniu słabych* punktów skupienia zbioru ext Bx» (patrz [28|). Mianowicie 
będziemy rozważać L¡-predualne X, dla których (ext By:) C rBx- dla pewnego 0 <r <1. 
Oczywiście (ext Bam) = {0}, więc co(T) (i w konsekwencji co) należy do wspomnianej 
klasy przestrzeni dla r = 0. Z punktu (iii) Twierdzenia 1.0.4, dla dowolnej hiperpłaszczyzny 
We € H mamy (ext Bw: ) = +e*. Wobec tego W,: należy do rozważanej klasy przestrzeni 
wtedy i tylko wtedy, gdy ||e*|| < 1. Następnie zauważmy, że jeżeli X € F,, dla pewnego 
n € {2,3,...}, to X* = (iL, 4) = 4 oraz 


n 


(ext Bye) = Osa ...,0)} 
e Rami 


i=1 


Natomiast, jeżeli X € Fa, to X* = (OX, 4)a = 4 oraz 


(ext Bx) = {(0,0,...)} U Uso. ...,0, £ž,0,0,...)}. 


i—1 


Wobec tego 2h Wer) mn nalezy do rozwazanej klasy przestrzeni wtedy i tylko wtedy, gdy 


\|x*|| < 1 dla każdego i = 1,...,n. Podobnie a Waz) należy do rozważanej klasy 
i} co 
przestrzeni wtedy i tylko wtedy, gdy supjen ||27|| < 1. 
Na zakończenie warto wspomnieć, że istnieje charakteryzacja przestrzeni Banacha będa- 
cych Lı-predualnymi podana przez E. Michaela i A. Pełczyńskiego [50] oraz A. J. Lazara 
i J. Lindenstraussa [42]. 
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ROZDZIAt 2 


Odległość Banacha-Mazura 


Przypomnijmy, ze dla dowolnych przestrzeni Banacha X iY operator liniowy T : X — Y 
nazywamy iżomorficznym włożeniem, jeżeli istnieją a,b > O takie, ze dla dowolnego z € X 


a |x| < [Tœ < b llel. 


Dystorsją włożenia izomorficznego T : X — Y nazywamy liczbę ||T|| ||T~"||, gdzie T=* ozna- 
cza operator odwrotny do izomorfizmu T z X na jego obraz T(X). Dla dowolnych izomor- 
ficznych przestrzeni Banacha X i Y przez d(X, Y) oznaczamy odległość Banacha-Mazura 
pomiędzy nimi, zdefiniowaną jako 


MA) = inf {In (eal IT) : T jest izomorfizmem z X na 5. 


W przypadku, gdy d(X, Y) = 0, przestrzenie X i Y nazywamy prawie izometrycznymi (lub 
niemal izometrycznymi). Zarówno pojęcie odległości Banacha-Mazura, jak i przestrzeni pra- 
wie izometrycznych ukazało sie po raz pierwszy w słynnej monografii [6] autorstwa Stefana 
Banacha. 

Warto wspomnieć, że współcześnie najczęściej stosuje się definicję odległości Banacha- 
Mazura z pominięciem logarytmu, jednakże dla celów rozprawy pozostaniemy przy jej pier- 
wotnej wersji. 


2.1| Przegląd znanych oszacowań odległości Banacha-Mazura w klasie C/(K) 


W tym rozdziale dokonamy przeglądu znanych wyników dotyczących oszacowań dystorsji 
izomorficznych włożeń i odległości Banacha-Mazura pomiędzy wybranymi przestrzeniami 
Co(K). 

Do niewatpliwie kluczowych wyników w izometrycznej teorii przestrzeni Banacha nalezy 
twierdzenie Banacha-Stone'a. 


Twierdzenie 2.1.1 (S. Banach [6], M. H. Stone [59]). Załóżmy, że K i L są zwartymi 
przestrzeniami Hausdorffa. Przestrzenie C(K) i C(L) są izometrycznie izomorficzne wtedy 
i tylko wtedy, gdy K i L są homeomorficzne. Ponadto kazdy izometryczny izomorfizm T : 
C(L) > C(K) jest postaci 


T(f)(2) = a(x): f(h(x)), z EK, 
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gdzieh: K — L jest homeomorfizmem i a jest taką funkcją z przestrzeni C(K), ze la(x)| = 1 
dla kazdego x € K. 


Wynik ten przy dodatkowym założeniu, ze K i L są przestrzeniami metrycznymi pojawił 
się po raz pierwszy w 1932 roku w słynnej monografii S. Banacha [6]. Następnie w 1937 
roku M. H. Stone wykazał to twierdzenie w takiej formie w jakiej jest znane dzisiaj, tzn. dla 
przestrzeni C(K), gdzie K jest zwartą przestrzenią Hausdorffa [59]. Warto wspomnieć, że 
prawdziwa jest analogiczna wersja tego twierdzenia dla przestrzeni Co(K) (patrz np. rozdział 
VII w [8]). 

Twierdzenie Banacha-Stone'a doczekało się kilku uogólnień. Na uwagę zasługuje wynik 
uzyskany przez D. Amira. 


Twierdzenie 2.1.2 (D. Amir [3|). Niech K i L będą zwartymi przestrzeniami Hausdorffa. 
Jeżeli istnieje izomorfizm T z C(K) na C(L) taki, że |T||||[T""|| < 2, to K i L są home- 
omorficzne. 


Analogiczny wynik w przypadku, gdy K i L są lokalnie zwarte, został uzyskany przez M. 
Camberna. 


Twierdzenie 2.1.3 (M. Cambern [12]). Niech K i L będą lokalnie zwartymi przestrzeniami 
Hausdorffa. Jeżeli istnieje izomorfizm T z Cę(K) na Co(L) taki, że ||T|| ||T~"|| < 2, to K iL 
są homeomorficzne. 


Ponadto M. Cambern [15] podał przykład przestrzeni K i L takich, że K jest zwarta, 
L lokalnie zwarta, ale niezwarta oraz skonstruował izomorfizm T z Co(L) na C(K) taki, że 
[TIT] = 2. Następnie H. B. Cohen [24] wykazał, że oszacowanie podane w Twierdzeniu 
2.1.2 również jest dokładne. 

S. Mazurkiewicz i W. Sierpiński [47] (patrz również [58, Twierdzenie 8.6.10|) wykazali, 
że każda zwarta przeliczalna przestrzeń metryczna jest homeomorficzna z przedziałem [1, a] 
dla pewnej przeliczalnej liczby porządkowej a przy założeniu, że w [1, a] rozważamy topo- 
logię porządkową. Korzystając z tego wyniku C. Bessaga i A. Pełczyński [9] podali izomor- 
ficzną klasyfikację przestrzeni C(K), gdy K jest zwartą, przeliczalną przestrzenią metryczna. 
Wykazali, że w przypadku, gdy w < a < 8 < w, przestrzeń C([1,a]) jest izomorficzna 
z przestrzenią C([1, 8]) wtedy i tylko wtedy, gdy 8 < a”, gdzie w oznacza pierwszą nieskoń- 
czoną liczbę porządkową, natomiast w; pierwszą nieprzeliczalną liczbę porządkową. Wobec 
tego możemy podać nieskończenie wiele par nieizomorficznych przestrzeni C(K) i C(L) ta- 
kich, że K i L są przeliczalne. Na przykład przestrzenie c= C([1,w]), C([1, w%)), C([L,w)), 
C([1,0)),....C([L, w“*]),... są wzajemnie nieizomorficzne. 

W przypadku nieprzeliczalnych, zwartych przestrzeni metrycznych K i Z, głównym wyni- 
kiem mówiącym o istnieniu izomorfizmu pomiędzy przestrzeniami C(K) i C(L) jest twierdze- 
nie Miljutina [51] (por. [58, Twierdzenie 21.5.10]). Głosi ono, że jeżeli K i L są nieprzeliczal- 
nymi, zwartymi przestrzeniami metrycznymi, to przestrzeń C(K) jest izomorficzna z C(L). 

We wspomnianej wcześniej monografii [6], Banach postawił pytanie czy przestrzenie c i cy 
są prawie izometryczne. Oczywiście nie są one izometryczne, świadczy o tym chociażby fakt, 
że domknięta kula jednostkowa w c ma punkty ekstremalne w przeciwieństwie do domknię- 
tej kuli jednostkowej w przestrzeni cy. Z wyniku R. D. McWilliamsa [48] otrzymujemy, że 
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d(c, co) > In 3 i stad odpowiedz na pytanie Banacha okazala sie negatywna. Kolejne oszaco- 
wanie d(c,co) > In2 znaleźli niezależnie M. Cambern [11] oraz V. I. Gurarii [33]. Z uwagi 
zamieszczonej w pracy [11] wynika natomiast, że oszacowanie d(c, co) > In 2 zostało wcześniej 
wykazane przez A. Pełczyńskiego, który nie opublikował swojego wyniku. Dokładna wartość 
odległości Banacha-Mazura pomiędzy przestrzeniami c i cy została podana dopiero w 1968 
roku przez M. Camberna [13]. 


Twierdzenie 2.1.4 (M. Cambern [13)). 
d(co, c) = In3. 


Uwaga 2.1.5. W pracy [11] M. Cambern zaobserwował, że szacując odległość Banacha- 
Mazura możemy ograniczyć nasze rozważania do badania operatorów zwiększających normę. 
Istotnie, jeżeli T : X — Y jest włożeniem izomorficznym takim, że ||T~+|| = 1, to |[T(zx)|| > 
||| dla każdego x € X. W przeciwnym wypadku T możemy zastąpić przez S = ||T~1|| T. Tak 
określony operator S jest włożeniem izomorficznym przestrzeni X w przestrzeń Y z |S "| = 
1. Wobec tego S zwiększa normę, a jego dystorsja jest równa dystorsji operatora T. 


Uwaga 2.1.6. Dowód Twierdzenia 2.1.4 opiera się w głównej mierze na dwóch krokach dowo- 
dowych. Pierwszym z nich jest ograniczenie rozważań do operatorów zwiększających normę 
(patrz Uwaga 2.1.5), a drugim konstrukcja takiego podciągu elementów bazowych z zada- 
nej przestrzeni, by ich obrazy poprzez ograniczony operator liniowy tworzyły ciąg o prawie 
rozłącznych nośnikach (patrz Uwaga 3.1.4). Warto wspomnieć, że te pierwiastki dowodowe 
były później wielokrotnie wykorzystywane we wszystkich ważnych pracach dotyczących osza- 
cowań odległości Banacha-Mazura w klasie przestrzeni Co(K), gdzie K jest zbiorem przeli- 
czalnym. Dowód wieńczy konstrukcja izomorfizmu T : c — co określonego dla dowolnego 
x = (x(1), 1(2),...) € c wzorem 


T(x) = (2x(0), (1) — x(0), (2) — x(0), ...), 
gdzie z(0) = lim; „o r(1). 
M. Cambern wykazał również następujące uogólnienie Twierdzenia 2.1.4. 


Twierdzenie 2.1.7 (M. Cambern [14|). Niech T będzie nieskończonym zbiorem z topologią 
dyskretną. 


1. Jeżeli K jest lokalnie zwartą przestrzenią Hausdorffa, która zawiera punkt skupienia 
i jeżeli T jest dowolnym ciągłym izomorfizmem z przestrzeni Co(K) na Co(D), to 
[TIT > 3. 


2. Jeżeli !* oznacza jednopunktowe uzwarcenie zbioru U, to istnieje izomorfizm T z C(T*) 
na Co(T) taki, że TI IT] = 3. 


Wprowadźmy teraz następujące oznaczenia. Dla dowolnej liczby porządkowej a, pochodną 
rzędu a zbioru K, oznaczaną przez K(%9, definiujemy przez indukcję pozaskończoną w naste- 
pujący sposób: K® = K, KU) jest zbiorem wszystkich punktów skupienia zbioru K i 


KA m (KO, jezeli a= 16) + 1, 
a kK), jeżeli a jest graniczną liczbą porządkową. 
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Ponadto symbolem |K| będziemy oznaczać moc zbioru K. 
Możemy teraz przytoczyć wynik Y. Gordona. 


Twierdzenie 2.1.8 (Y. Gordon [31|). Niech K i L będą lokalnie zwartymi przestrzeniami 
Hausdorffa i niech T będzie izomorficznym włożeniem z przestrzeni Co(K) w Co(L). Jeżeli 
istnieje taka liczba porządkowa a, że |KO| > jE], to ||TI PAS 


Dowód Twierdzenia 2.1.8 opiera się głównie na dwóch metodach dowodowych. Pierwsza 
z nich, pochodząca od Camberna, polega na zawężeniu rozważań do operatorów zwiększa- 
jących normę oraz konstrukcji ciągu o prawie rozłącznych nośnikach (patrz Uwaga 2.1.6). 
Druga, bedaca nową w kontekście tej teorii techniką, mówiąc w pewnym uproszczeniu, opiera 
się na konstrukcji operatora liniowego pomiędzy pewnymi, odpowiednio dobranymi skoñ- 
czenie wymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni Co(K) i Co(L). Konstrukcja tych przes- 
trzeni jest ściśle związana z założeniem, że Ko] > |L] dla pewnej liczby porządkowej 
a. W konsekwencji, przy dodatkowym założeniu, ze ||T'|| [[T7*|| < 3, uzyskujemy operator 
będący włożeniem izomorficznym z przestrzeni n-wymiarowej w przestrzeń m-wymiarową, 
gdzie x >n>m= Lol, co daje sprzeczność w dowodzie nie wprost. 

Stosując Twierdzenie 2.1.8 oraz wspomniany wcześniej wynik Mazurkiewicza i Sierpiń- 
skiego |47], Y. Gordon otrzymał następujące twierdzenie. 


Twierdzenie 2.1.9 (Y. Gordon [31]). Jeżeli K i L są zwartymi, przeliczalnymi przestrze- 
niami metrycznymi takimi, że L nie zawiera podzbioru homeomorficznego z K, to dla dowol- 
nego izomorfizmu z przestrzeni C(K) na C(L) mamy [TT > 3. 


Kontynuując nasze rozważania dotyczące odległości Banacha-Mazura w klasie przestrzeni 
Co(K), musimy wspomnieć o fakcie, ze problem wyznaczenia d(co, C(K)) został całkowicie 
rozwiązany. Mianowicie ze wspomnianych wcześniej wyników Bessagi i Pełczyńskiego [9] oraz 
Mazurkiewicza i Sierpińskiego [47], przestrzeń co jest izomorficzna z przestrzenią C (K) wtedy 
i tylko wtedy, gdy K jest homeomorficzny z [1,w”k| dla pewnego 1 < n,k < w. Dokładną 
wartość odległości d(co, C([1,w”k])) podali L. Candido i E. M. Galego. 


Twierdzenie 2.1.10 (L. Candido, E. M. Galego |16]). Załóżmy, że 1 < n,k < w. Wtedy dla 
dowolnego włożenia izomorficznego T z C([1,w”k]) w co mamy IT || [TU] > 2n +1. Ponadto 
d(co, C([1, w”k])) = In (2n + 1). 


Tak jak przypadku kilku wcześniej wspomnianych wyników, również i w dowodzie powyż- 
szego twierdzenia, autorzy przy szacowaniu odległości Banacha-Mazura ograniczają swoje 
rozważania do operatorów zwiększających normę (patrz Uwaga 2.1.5). Ich dowód opiera się 
w głównej mierze na n-krotnym naśladowaniu metody konstrukcji ciągu o prawie rozłącznych 
nośnikach z dowodu Camberna, a podana przez autorów twierdzenia konstrukcja izomorfizmu 
jest naturalnym uogólnieniem jego izomorfizmu (patrz Uwaga 2.1.6). 

Wyżej wspomniane wyniki Camberna, Gordona, Candido i Galego zostały w rzeczywi- 
stości zainspirowane wcześniejszą pracą [9]. Mianowicie w [9] C. Bessaga i A. Pełczyński 
zainicjowali badania dotyczące odległości Banacha- Mazura pomiędzy izomorficznymi prze- 
strzeniami C([1, a]), gdzie w < a < wy. Otóż wykazali oni, że jeżeli istnieje 1 < n < w takie, 
żewKa<Ka <B<a"'! < wy, to Inn < d(C([1, a]), C([1, 8])) < In47”*3. Dokładniejsze 
oszacowania odległości d(c, C(|1,vw”k|])) podali L. Candido i E. M. Galego. 
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Twierdzenie 2.1.11 (L. Candido, E. M. Galego [17]). Załóżmy, że 1 < n,k <w. Wtedy 


e 1n3< d(c,C([1,wk])) < In (2+ V5), 


e In(2n — 1) < d(c,C([1,v”])) < In (n + y(n —1)(n+ 35 


e ln (2n +1) < d(c,C([1,w”k|)) < In (n+ 1+ \/n(n + 4)). 


Dowód oszacowan od dotu w powyzszym twierdzeniu sprowadza sie do wspomnianych juz 
wcześniej metod, a mianowicie ograniczenia rozważań do operatorów zwiększających normę 
(patrz Uwaga 2.1.5), n-krotnym naśladowaniu metody konstrukcji ciągu o prawie rozłącznych 
nośnikach z dowodu Camberna (patrz Uwaga 2.1.6) oraz użytej w dowodzie Twierdzenia 2.1.8 
konstrukcji operatora liniowego pomiędzy pewnymi skończenie wymiarowymi przestrzeniami. 
W dowodzie Twierdzenia 2.1.11 na uwagę zasługuje szereg nowych i ciekawych izomorfizmów, 
które pozwoliły autorom uzyskać dosyć ciasne oszacowania. Warto wspomnieć, że dokładną 
wartość odległości Banacha-Mazura znamy jedynie w przypadku przestrzeni c i C([1,w2]). 
Oczywiście oszacowanie d(c, C({1,wk])) > In3 dla 1 < k < w wynika z pracy Gordona (Twier- 
dzenie 2.1.8). Do niego należy również konstrukcja odpowiedniego izomorfizmu z przestrzeni 
C(|1,v2]) na przestrzeń c, który pokazuje, że w tym przypadku oszacowanie to jest dokładne 
[31]. Autorzy Twierdzenia 2.1.11, nie znając dokładnej wartości d(c, C([1,wk])) dla 2 < k < w, 
wysnuli przypuszczenie, że może być równa 3, 4 lub 2+ v5. Pokażemy, ze w przypadku, gdy 
k = 3, można odrzucić dwie ostatnie liczby. 


Przykład 2.1.12 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Rozważmy odwzorowanie 
T : C({1,w3]) > C([1,w]) określone dla dowolnej funkcji f e C([1,w3|) w następujący 
sposób: 


TA) = —0,5f(w) — 0,95f(w2) — 0,5f(w3), 

T(f)(2) = —flw) + fs), 

T(f)@) = —0,3f(w) +0, 25 f(w2) — 0,3f(w3), 

T(f)(3m) = —0,86f(m) + 0,56f(w) + 0, 25f(w2) — 0, 3f (w3), 
T(f)(3m+1) = 0,83f(w+m) — 0,3f(w) — 0, 58f(w2) — 0, 3f(w3), 
T(f)(3m+2) = —0,86f(w2+m) — 0,3f(w) +0,25f(w2) + 0, 56f (w3). 


T'(f)(w) = —0,304878f(1) — 0,5f(2) — 1, 15853589 (w), 

T"(P(vw2) = —0,731707f(1) + 2,22 - 107 f (2) + 1,2195129f(w), 

T '(f)(w3) = —0,304878f(1) + 0,5/(2) — 1, 15853589f (w), 

TP (m) = —0,304878f(1) — 0,5/(2) + 0, 00425411f(w) — 1, 16279f(3m), 
T"'(f)(w+m) = —0,731707f(1) + 2, 22-107" f(2) + 0,0146929f(w) + 1, 20482 f(3m + 1), 
TUfP(w2+m) = —0,304878f(1) + 0,5f(2) + 0, 00425411 f(w) — 1, 16279f(3m + 2) 
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oraz ||T~*|| = 1,97192. Stąd [IT [77*|| = 3, 9635592. Wobec tego, utożsamiając izometrycz- 
nie przestrzeń c z przestrzenią C([1, wl), otrzymujemy d(c, C([L, w3])) < 3, 9635592. Powyższy 
wynik otrzymano za pomoca eksperymentu komputerowego. 


2.2| Prawie izometryczne /¡-predualne 


Zauważmy, że przy przyjętej definicji odległości Banacha-Mazura, dla izomorficznych przes- 
trzeni Banacha X,Y i Z mamy 


e d(X,Y) > 0, 
e d(X,Y) =d(Y,X), 
e d(X,Y) < d(X, Z) +d(Z,Y). 


Ponadto oczywiste jest, że odległość Banacha-Mazura pomiędzy izometrycznymi przestrze- 
niami Banacha jest równa 0. Obserwacja ta rodzi pytanie, czy z faktu, ze d(X, Y) = 0, 
wynika, że X i Y są izometryczne i wobec tego odległość Banacha-Mazura spełnia wszystkie 
warunki definicji metryki. W przypadku przestrzeni skończenie wymiarowych odpowiedź na 
to pytanie jest twierdząca. Natomiast w przypadku nieskończenie wymiarowych przestrzeni 
Banacha znane są przykłady przestrzeni prawie izometrycznych, które nie są izometryczne. 
Pierwszy z nich podali C. Bessaga oraz A. Pełczyński [53]. Ostatnio E. Piasecki [56] wykazał, 
że przykłady przestrzeni prawie izometrycznych, które nie są izometryczne możemy odnaleźć 
również w klasie H (patrz Przykład 4.1.6). Wobec tego (H, d) nie jest przestrzenią metryczną. 
Co więcej, we wspomnianej pracy [56], dla dowolnej /,-predualnej hiperpłaszczyzny We» au- 
tor podał jawne modele wszystkich przestrzeni Banacha, które są z nią prawie izometryczne. 
Ponieważ wyniki te są kluczowe dla rozważań przedstawionych w rozprawie, przytoczymy je 
w dalszej części podrozdziału. 

Na początku wprowadźmy niezbędne oznaczenia. Symbolem II będziemy oznaczać zbiór 
wszystkich permutacji 7 : N — N, natomiast przez € będziemy oznaczać zbiór wszystkich cia- 
gów znaków e = (e(n))nen, e(n) = £1 dla dowolnego n € N. Ustalmy x = (x(1), x(2),...) € 
l. Dlaee E1i © NU {0} niech 


00 


Lie = >2 e(n)z(n)en ss, 
n=l 
natomiast w przypadku, gdy i = oo, niech 
Loe = 5 e(n)r(n)ez,_1. 
n=l 


Następnie dla € € E, m € II i ¿ € NU {0, co} połóżmy 
Lien = 5 Li eN) zm)" 
n=1 
W dalszej kolejności, dla zadanego z = (1(1), x(2),...) € 4 zdefiniujmy ciąg (nm)meN w na- 
stępujący sposób: 


neni fn EN: |z(n)| = max aca 
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i dla m > 2 


Nm = min fn EN\ {nk -Mm — 1}: |x(n)| EEE EO] 
Połóżmy 
© = (|z(n,)|, |z(n>)| ,|z(n3)|,...) (2.1) 
oraz o 
Fa = {Tien 1 E NU40,ooj,EEE,nEII). (2.2) 


Rozważmy teraz funkcję p : 4, x 4, + [0,00) określoną dla dowolnego (x,y) € 4&4 x 4 


wzorem = 
seii > Eos setny | 


gdzie infimum jest wzięte po wszystkich permutacjach m : N — Ni po wszystkich ciągach 
znaków e = (e(n))nen, e(n) = +1 dla dowolnego n € N. Łatwo wykazać, że tak określona 
funkcja p ma dla dowolnych 2, y, ż € £; następujące własności: 


(1) 

(ID) p(z,y) = ply, x) = p(x, —y) = p(-1, —y), 
(III) p(z,y) < p(x, z) + p(z, y), 

(IV) 


p(x, y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy y € Fa, 


[all — llyll] < p(z, y) < l|z — yll, 
(V) p(x, y) = p(z, y). 


Pseudometryka p, po raz pierwszy wprowadzona w pracy [56], okazała się być głównym 
narzędziem w badaniach dotyczących prawie izometrycznych /;-predualnych. Możemy teraz 
przejść do zaprezentowania wyników z pracy [56]. 


Stwierdzenie 2.2.1 (Ł. Piasecki [56]). Dla z*,y* € By, następujące stwierdzenia są równo- 
wazne. 


1. d(W,+, Wy») =0. 
2. p(x*,y*) = 0. 


Stwierdzenie 2.2.2 (Ł. Piasecki [56]). Dla z*,y* € By, następujące stwierdzenia są równo- 
ważne. 


1. Wz: = Wye. 


2. Istnieje skończony ciąg znaków (e(n)?,_, i permutacja n : N — N taka, że 


tr wl 
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Zanim przejdziemy do dalszej czesci rozprawy, wprowadzmy nastepujace oznaczenie: 


Fw.. = (Wa, :4€ NU(D,00),e € E). 


x 


Ponadto zapis X € Fw,. będzie oznaczać, ze przestrzeń Banacha X jest izometrycznie izo- 
morficzna z Wz, , dla pewnego ¿€ NU40,ooj i dla pewnego e € €. 


Twierdzenie 2.2.3 (E. Piasecki [56]). Niech x* € By i niech X będzie przestrzenią Banacha. 
Wtedy następujące warunki są równoważne. 


1. d(X, Wz) =0. 
2. X E€ Fw,- 
Wprowadźmy teraz w zbiorze H relację równoważności ~ określoną w następujący sposób: 
W,+ ~ Wy» wtedy i tylko wtedy, gdy d(W.», W+) = 0. 
Rozważmy przestrzeń ilorazową H/. i funkcję dy), : H/.xH/. — [0, 00) określoną wzorem 
dr ([Wa«], [W,+]) = d(W;+, Wye). 
Wówczas (H/~,dnj_) jest przestrzenią metryczną. 
Zauważmy, że przywołane wyniki (patrz Stwierdzenie 2.2.1 i Stwierdzenie 2.2.2) pozwalają 


nam precyzyjnie opisać każdą z warstw [We] € H/.. Zauważmy w tym miejscu, że dla 
dowolnej warstwy [We] € H/A mamy jedną z dwóch możliwości: 

e warstwa [W+] składa się (z dokładnością do izometrii) tylko z przestrzeni We» (równo- 
ważnie, e* = (e*(1),...,e*(n),0,0,...) dla pewnego n € N), 


e warstwa [W.+] składa się z nieskończenie wielu elementów (równowaznie, e*(i) Æ 0 dla 
nieskończenie wielu ¿ € N). 

Stąd możemy wywnioskować, ze [co] = {co} i [e] = {c}. 
Uwaga 2.2.4. Należy zaznaczyć, że konstrukcja zbioru Fo jest drobna korekta tej wprowa- 
dzonej w pracy [56]. Zauważmy, że zastępując Tier przez Lin W (2.2), nie uwzględniamy 
przypadku “symetrycznego” tzn. gdy ciąg x zawiera zera i usuwamy pewną ich ilość. Stąd 
zbiór F, w pracy [56] nie zawsze jest dobrze określony. W konsekwencji zbiór Fw, używany 
w treści Twierdzenia 2.1 w [56] nie zawsze odzwierciedla wszystkie możliwe przypadki wyni- 
kające z treści dowodu tego twierdzenia i dlatego powinien być zastąpiony przez 


Fw, =4W3, 1€NUf0,00),eEE), 


gdzie f jest zdefiniowany przez (2.1), i wtedy, kontynuując jak w [56], dla i € NU {0} 


00 


Fis = Fe ma 2 e(n)f(n ote Den+i+1 


n=l 


Foe = J Wei + Y elfin + ehna: 


Te korekty nie wpływają ani na dowód Twierdzenia 2.1 ani inne wyniki z [56]. 
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Powyższa uwaga została uwzględniona w pracy [30] (Uwaga 2.5). 

Na koniec warto wspomnieć, że z pojęciem prawie izometrycznych przestrzeni Banacha 
związany jest również pewien istotny obszar badań. Badania te dotyczą niezmienniczości 
pewnych własności przestrzeni Banacha przy odległości Banacha-Mazura 0. Tematyka ta była 
szeroko omawiana w pracach [55, 56]. Mówimy, że dana własność P nie jest niezmiennicza 
przy odległości Banacha-Mazura 0, jeżeli istnieją dwie przestrzenie Banacha X iY takie, ze 
X ma własność P, Y nie ma tej własności i d(X, Y) = 0. Do takich własności należą np. 
wielościenność (patrz Przykład 4.1.6), własność rozszerzania dla operatorów zwartych (patrz 
Przykład 4.2.9) czy słaba* własność punktu stałego (patrz Przykład 4.4.10, Uwaga 4.4.17), 
które to zostaną szerzej omówione w rozdziale czwartym niniejszej rozprawy. 
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ROZDZIAt 3 


Dystorsje włożeń izomorficznych pomiędzy 
pewnymi Z4-predualnymi 


Warto zaznaczyć, że dotychczas głównym obiektem badań dotyczących odległości Bana- 
cha-Mazura w klasie L¡-predualnych były przestrzenie Co(K) (patrz podrozdział 2.1). Co 
więcej, spośród znanych wyników jest tylko kilka podających jej dokładne wartości. W tym 
rozdziale przedstawimy nowe wyniki dotyczące oszacowań odległości Banacha-Mazura oraz 
ich dokładne wartości dla pewnych L,-predualnych, w tym takich ich przykładów, które nie 
są przestrzeniami Co(K). Ponadto należy wspomnieć, że prezentowane wyniki odegrają klu- 
czową rolę w kontekście badań poświęconych stabilności pewnych geometrycznych własności 
L¡-predualnych oraz metrycznych własności przestrzeni (H/a,dy/,.) wprowadzonej w po- 
przednim rozdziale. 


3.1| Dystorsja włożenia izomorficznego przestrzeni c 


Pierwsze kluczowe twierdzenie tego rozdziału będzie dotyczyć oszacowania dystorsji wło- 
żenia izomorficznego przestrzeni c w L¡-predualna X taka, że (ext By.) C rBx» dla pewnego 
O<r< 1. Warto w tym miejscu odnotować, że fakt istnienia takiego włożenia jest konse- 
kwencją wyniku M. Zippina [61], który głosi, że każda nieskończenie wymiarowa L,-predualna 
zawiera podprzestrzeń izometryczną z cy. Zanim jednak przejdziemy do sformułowania i udo- 
wodnienia rzeczonego twierdzenia, przytoczymy pewne wyniki pomocnicze. 


Twierdzenie 3.1.1 (Twierdzenie 6, rozdział 7, 822, [39|). Niech X będzie I4-predualną. 
Wtedy następujące warunki są równoważne. 


1. X*=4(T) dla pewnego zbioru T. 
2. Jeżeli Y C X jest ośrodkowa, to Y* jest ośrodkowa. 


Twierdzenie 3.1.2 (L. Vesely [60|). Niech X będzie wielościenną przestrzenią Banacha 
i E = {x* € Sx»: D(x) = {x*} dla pewnego x € Sx}. Wtedy Bx» = convE i moc zbioru E 
jest równa minimalnej mocy gęstego podzbioru przestrzeni X i jednocześnie minimalnej mocy 
gęstego podzbioru przestrzeni X*. 


Możemy teraz przejść do wspomnianego na początku rozdziału twierdzenia. 
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Twierdzenie 3.1.3 (A. Gergont, Ł. Piasecki [29]). Jeżeli X jest nieskończenie wymiarową 
L,-predualng taką, że (ext Bx:) C rBx: dla pewnego O < r < 1, to dla każdego izomorficz- 
nego włożenia T zc w X mamy 

3—r 

1+r 


ITIITI > 


Dowód. Zauważmy, że jeżeli (ext By:)' = {0}, to (ext By«)’ C rBy: dla każdego r > 0. Dla- 
tego wystarczy udowodnić powyższą nierówność dla dowolnego r > 0. Wiadomo, że przestrzeń 
X jest wielościenna (patrz [28] oraz podrozdział 4.1). Zatem stosując Twierdzenia 3.1.1 i 3.1.2 
wnioskujemy, że X* = /,(T') dla pewnego zbioru I. Niech j : X — X** będzie włożeniem 
kanonicznym, tj. j(1x)(x*) = x*(x) dla dowolnego x € X i dowolnego x* € X*. Oczywiście 
przestrzeń X jest izometryczna z j(X) C (T). Dla przejrzystości dowodu podzielimy go 
teraz na trzy części. 


KROK 1. Twierdzimy, ze dla dowolnego niezerowego elementu y = (y(7))yer € J(X) C 
£„(T) i dla dowolnego e > 0 istnieje skończony zbiór I; CT taki, że 


sup tly(7)| : y € TNT) < (r + e) llull. 
Załóżmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje niezerowy element y = (y(7))yer € j(X) ie>0 
taki, że zbiór 
3 
1 = fyer: lop > (r+ ze) lvl} 


jest nieskończony. Połóżmy z = y/ ||y||. Wybierzmy dowolny słaby* punkt skupienia e* zbioru 
fes :yE T>) i rozważmy następujące słabe” otoczenie punktu e*: 


Wesi fat € &(T) : |z(a*) — z(e*)| < =}. 


Ponieważ istnieje yo € T> taki, że eż, € V,«(ż,e/4), więc mamy jedną z dwóch możliwości: 
z(e*) > r+e/2 lub z(e*) < —r—e/2. W związku z tym |le*|| > r + e/2, co prowadzi do 
sprzeczności z naszym założeniem, że (ext By.) C rBx-. 


Przyjmijmy teraz, że e = (1,1,1,...) E€ ci en = (0,...,0,1,0,0,...) € c, gdzie 1 wystę- 
puje na n-tym miejscu. 


KROK 2. Niech T : c > j(X) będzie ograniczonym operatorem liniowym. Twierdzimy, 
że dla dowolnego e > 0 i dowolnego skończonego zbioru [3 C I jest co najwyżej skończenie 
wiele elementów zbioru {en : n € N}, dla których zachodzi następujący warunek: 


[T (en)(0)| > € 


dla co najmniej jednego y € I 3. Załóżmy, ze nie jest to prawdą. Wtedy istnieje e > 0, yo E T 
i podciąg (En,)keN Ciągu (€n)nen taki, że |T(en,)(70)| > e dla wszystkich k € N. Wybierając 
podciąg (jeśli to konieczne) możemy założyć, że albo T(e,,.)(Y0) > e dla wszystkich k € N 
albo T(en,)(yo) < —e dla wszystkich k e N. Rozważymy pierwszy przypadek. Rozumowanie 


28 


w drugim przypadku jest podobne. Niech Œ > 0 będzie dowolnie wybraną liczbą rzeczywistą. 
Niech K € N będzie taka, że K :e > C. Wtedy ¡Es En; | =14 


re) 


Prowadzi to do sprzeczności z założeniem ograniczoności operatora T. 


> 


K 
= Tim) > Kes. 
k=1 


T (En, + Eng an ens) (Yo) 


Tien, + En, + Ens) 


Rysunek 3.1: Ilustracja KROKU 2. 


KROK 3. Niech T : c > j(X) będzie włożeniem izomorficznym. Bez straty na ogólności 
rozważań możemy założyć, ze ||T~'|| = 1. Wtedy T zwiększa normę, tj. ||[Tz|| > ||z|| dla 
każdego x € c (patrz Uwaga 2.1.5). Załóżmy teraz, że ||T|| < (3—r)/(1+ r). Pokażemy, że to 
założenie prowadzi do sprzeczności. Ponieważ T (e) € j(X), z KROKU 1 łatwo wnioskujemy, 
że istnieje skończony zbiór I; CT taki, ze 


3—r 
suple ly El Dl <r: lar 
Niech e; > 0 będzie taki, że ||T(e)|| + €1 = (3 — r)/(1+ r). Połóżmy 


1+r 


E2 = €1 
Z KROKU 2 wiemy, ze istnieje liczba N; € N taka, ze dla dowolnego n > M, i dla dowolnego 
y ET, mamy |T(en)(y)| < 2. Rozważmy element 
2-(1—r) 


u=e+ AA E 
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Rysunek 3.2: Ilustracja KROKU 3 (dla r = 1/4). 


Ponieważ ||u|| = (3 — r)/(1+ r) i T zwiększa normę, więc |7T(u)|| > (3 — r)/(1+ r). Dla 
r) 2-(1—r) 
T T . 
(em)()] < ITO E e 


dowolnego y € I; mamy 
l+r 


3—r 
Lee 


E 

< |F(el+7 < 

Wobec faktu, że IT; jest skończony, możemy napisać 
3—r 
1+r' 


max (|T(u)(y)| : y € Ti} < 


W związku z tym, dla dowolnego 7 > 0 istnieje yo € F A Ti taki, ze 
3—r 2(1 — r) 
E -a< Tb)! TEO + =— en)a) 
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l+r 3-7 l+r 3-T 3-7 
Lewo > sq (Fee 717 OO) a 
3-7 l+r 


TAN 


Rozważmy teraz element v = e — 2ey,. Wtedy 


IFE > FO >2TEWI- FOO >2: (57 =a 


3-7 l+r 


1+r TF Fe 


Przechodząc do granicy z y + 0 i mając na uwadze, ze ||v|| = 1, otrzymujemy |T|| > 
(3 —r)/(1 +r), sprzeczność. 


Uwaga 3.1.4. Idea powyższego dowodu wywodzi się od metody dowodowej użytej przez 
Camberna (patrz Uwaga 2.1.6). Mamy na myśli to, że przyjmując w powyższym dowodzie za 
I+-predualną X przestrzeń co otrzymamy kluczowe elementy jego toku rozumowania. W tym 
przypadku oczywiście r = 0. Rozumowanie możemy rozpocząć od KROKU 2, KROK 1 po- 
mijamy. Zauważmy, że z KROKU 2 możemy wybrać taki podciąg (en,)keN ciągu (€n)nen, 
aby (T(en,))ken był ciągiem o prawie rozłącznych nośnikach. Następnie możemy przejść do 
KROKU 3. Na początku zakładamy, ze operator T : c — co jest włożeniem izomorficznym 
zwiększającym normę (Cambern w swoim dowodzie zakładał dodatkowo, że T jest suriek- 
cją). Następnie zamiast KROKU 1 bezpośrednio wykorzystujemy fakt, że T(e) € co. Dalsze 
rozumowanie poprowadzone dla r = 0 kończy dowód. 

Trzeba zaznaczyć, że brak jawnego modelu rozważanej przez nas L¡-predualnej X takiej, 
że (ext By:) C rBx» dla pewnego 0 < r < 1, wymusił na nas poszukiwanie innej ścieżki 
postępowania. Było nia dla nas rozważenie podprzestrzeni j(X) przestrzeni /,(T'), skąd uzy- 
skaliśmy niepełne, ale dla naszych rozważań wystarczające informacje na temat jej elementów 
(patrz KROK 1). 

Należy jednak podkreślić, że główną trudnością problemu znalezienia optymalnego osza- 
cowania odległości Banacha-Mazura jest jego dwutorowość. Mamy na myśli to, że szacowanie 
odległości Banacha-Mazura od dołu (patrz KROK 3) jest powiązane z poszukiwaniem izo- 
morfizmów o jak najmniejszej możliwej dystorsji. Izomorfizmy te niekiedy okazują się mieć 
dosyć skomplikowaną formułę (patrz Przykład 3.1.9 i Przykład 3.2.4). Z drugiej strony dys- 
torsja uzyskanego izomorfizmu może sugerować wielkość oszacowania od dołu, którą należy 
wykazać. 


Zanim przejdziemy do wniosków wynikających z Twierdzenia 3.1.3 przywołamy wykorzy- 
stywane w dalszej części pracy pojęcia. 

Mówimy, że przestrzeń Banacha X zawiera prawie izometryczne kopie przestrzeni Y, jeżeli 
dla dowolnego e > 0 istnieje podprzestrzeń Z przestrzeni X taka, że Z i Y sa (1 + e)- 
izomorficzne, tzn. istnieje izomorfizm T : Z — Y taki, że dla dowolnego z € Z 


lell < Tœ] < G + e) lle]. 
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Wniosek 3.1.5 (A. Gergont, E. Piasecki [29]). Niech X będzie nieskończenie wymiarową Lı- 
-predualną taką, że (ext By») C rByx» dla pewnego 0 <r <1, a Y niech będzie przestrzenią 
Banacha zawierającą prawie izometryczne kopie przestrzeni c. Wtedy dla dowolnego włożenia 
izomorficznego T 2 Y w X (jeśli istnieje) mamy 


3-7 
Laer 


ITIITI > 


W szczególności, jeżeli X i Y są izomorficzne, to d(X, Y) > In | 
W naszych dalszych rozważaniach istotną rolę będą odgrywać następujące wyniki. 


Lemat 3.1.6 (Lemat 6, rozdział 7, $22, [39|). Niech X będzie L¡-predualnga i Y C X jej 
ośrodkową podprzestrzenią. Wtedy istnieje ośrodkowa L,-predualna Z taka, że Y CZC X. 


Twierdzenie 3.1.7 (M. Zippin [62]). Niech X będzie nieskończenie wymiarową ośrodkową 
I4-predualną i załóżmy, ze Bx ma punkt ekstremalny. Wtedy X zawiera prawie izometryczne 
kopie przestrzeni c. 


Wniosek 3.1.8 (A. Gergont, E. Piasecki [29]). Niech X będzie nieskończenie wymiarową 
L,-predualng taką, że (ext Bx=) C rBx« dla pewnego 0 < r < 1. Rozważmy nieskończenie 
wymiarową przestrzeń A(S), dla której istnieje włożenie izomorficzne T z A(S) w X. Wtedy 
ITI ITH] > 8—r)/(1+ r). W szczególności, jeżeli A(S) i X są izomorficzne, to 


3—r 
Er 


d( A(S), X) > ln 


Dowód. Oznaczmy przez f funkcję stałą, równą 1 na S. Oczywiście f € ext Bais), ponieważ 
f € ext Bas). Niech Y będzie nieskończenie wymiarową ośrodkową podprzestrzenią przes- 
trzeni A(S) zawierającą f. Z Lematu 3.1.6, A(S) zawiera ośrodkową podprzestrzeń Z taką, 
ze Y C Zi Z jest L¡-predualna. Ponieważ f € ext Bz, więc z Twierdzenia 3.1.7 przestrzeń Z 
zawiera prawie izometryczne kopie przestrzeni c. Teza wynika z Twierdzenia 3.1.3 (poprzez 
Wniosek 3.1.5). 


Warto podkreślić, że dla dowolnego r € (0, 1) oszacowanie otrzymane w Twierdzeniu 3.1.3 
jest dokładne, czego dowodzi poniższy przykład. 


Przykład 3.1.9 (A. Gergont, Ł. Piasecki [29]). Ustalmy 0 < r < 1. Niech e* = (r,0,0,...). 
Rozważmy hiperplaszczyzne 


1—00 


Was fz M R e ra(1)}. 


Warto przypomnieć, ze tak określona We» jest wspominanym już przykładem M przestrzeni 
(patrz Przykład 1.0.7). Z punktów (i) i (iii) Twierdzenia 1.0.4 wiemy, ze W% = 4 i 


* o(£1,W.x) 
En 


e* = (r,0,0,...). 


Rozważmy odwzorowanie T : c > We określone dla dowolnego z = (x(1),1(2),...) € c 


wzorem 
l+r r=1 
£ | 


2 


T(a) = (z0), = a01) 20) 


gdzie x(0) = lim, „x z(i). Łatwo wykazać, ze T jest izomorfizmem i ||T|| < 1. Aby pokazać, 
że ||T'|| = 1 wystarczy rozważyć element (1,1,1,...) € Se Z drugiej strony dla dowolnego 
z =(z(1),z(2),...) € Wo, 


T(z) = (0), 203 | (1), (3) | M2). 


Nietrudno zauważyć, ze |T""|| < (3 — r)/(1+ r). Aby pokazać, ze |T""|| = (3 — r)/(1 + r) 
wystarczy rozważyć element (1,1,r,r,r,...) € Sw... Stąd |T|| IT] = (8 - 9/0 +r). 
Z Twierdzenia 3.1.3 otrzymujemy 


Uwaga 3.1.10. Zauwazmy, ze Przyktad 3.1.9 mozna rozszerzyé na przypadek nieosrodko- 
wych L¡-predualnych. W rzeczy samej wystarczy rozważyć C,(T)BW,., gdzie I jest dowolnym 
zbiorem nieprzeliczalnym. Wtedy 


(GoW ano) mt. 


Warto zwróció uwage na fakt, ze z Przyktadu 3.1.9 wynika, ze dowolna liczba rzeczywista 
z przedziału (0,ln3) jest odległością Banacha-Mazura dla pewnych przestrzeni Banacha. 
Przypomnijmy również, ze In3 jest odległością Banacha-Mazura pomiędzy przestrzeniami c 
i co (Twierdzenie 2.1.4). 


3.2| Dystorsja włożenia izomorficznego przestrzeni We 


Twierdzenie 3.1.3 ze względu na rozważaną w nim przestrzeń c pozwoliło uzyskać w obrę- 
bie L¡-predualnych pewne optymalne wyniki stabilnościowe dotyczące wielościenności (patrz 
podrozdział 4.1) i własności rozszerzania operatorów zwartych (patrz podrozdział 4.2), a także, 
w obrębie pewnych klas £;-predualnych, dokładne wartości stałych stabilności stabej* włas- 
ności punktu stałego (patrz podrozdział 4.4). W toku dalszych badań prowadzonych w kon- 
tekście pewnych metrycznych własności przestrzeni (H/x, dy y.) (patrz podrozdział 4.3) oka- 
zało się, że Twierdzenie 3.1.3 jest niewystarczające, efektem czego powstało jego poniższe 
uogólnienie. 


Twierdzenie 3.2.1 (A. Gergont, E. Piasecki [30|). Niech e* € By, i niech X będzie nie- 
skończenie wymiarową L,-predualną taką, że (ext Bx} C rBx- dla pewnego 0 < r < |le*||. 
Wtedy dla dowolnego włożenia izomorficznego T z We w X mamy 
1+2lle*|| — r 

1+r | 


Zanim przejdziemy do dowodu powyższego twierdzenia, przytoczmy pewien rezultat po- 
mocniczy. 


ITIITI > 


Lemat 3.2.2. (Wniosek z [21, Lemat 2.1]). Niech (+%,) C Bo, będzie ciągiem zbieznym 
normowo do x*. Wtedy 
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Dowód Twierdzenia 3.2.1. Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 3.1.3, mozemy ograniczyé 
nasze rozważania do przypadku, gdy r > 0. Wiadomo, ze X* = /,(T') dla pewnego zbioru T 
i uzasadnienie tego faktu znajduje się we wstępnej części dowodu Twierdzenia 3.1.3. Niech 
j: X > X** będzie włożeniem kanonicznym, tj. j(x)(x*) = x*(x) dla dowolnego z € X 
i dowolnego 1* € X*. Oczywiście przestrzeń X jest izometryczna z j(X) C Lo (1). 

Rozważmy najpierw przypadek, gdy e* ma co najwyżej skończenie wiele niezerowych 
współrzędnych tj. e* = (e*(1),...,e*(m),0,0,...). Niech 


e = (sgn e*(1),... sen e*(m), lle*||,lle*l|....) 


i en =(0,...,0,1,0,0,...), gdzie 1 występuje na n-tym miejscu. Oczywiście e € Wo. ie, € 
We» dla dowolnego n > m. W KROKU 1 dowodu Twierdzenia 3.1.3 zostało pokazane, ze 
dla dowolnego niezerowego elementu y = (y(9))>er € J(X) C £4(T) i dla dowolnego e > 0 
istnieje skończony zbiór I; CT taki, że 


sup tly(y)| : y E T\ Fa} <(r+e)lyl|. 


Ponadto powtarzając rozumowanie z KROKU 2 dowodu Twierdzenia 3.1.3 i zakładając, że 
T : Wa — j(X) jest ograniczonym operatorem liniowym, w łatwy sposób otrzymujemy, że 
dla dowolnego e > 0 i dowolnego skończonego zbioru ľə C I jest co najwyżej skończenie 
wiele elementów w zbiorze fe, : n > m), dla których zachodzi następujący warunek: 


[T (en)(0)| > € 


dla co najmniej jednego y ET. 

Niech T : We — j(X) będzie włożeniem izomorficznym. Bez straty na ogólności rozważań 
możemy założyć, że ||T~*|| = 1. Wtedy T zwiększa normę tj. ||T(x)|| > [|x|] dla dowolnego 
x € We (por. Uwaga 2.1.5). Załóżmy teraz, że |7T|| < EDT, Ponieważ T(e) € j(X), 
wnioskujemy, że istnieje skończony zbiór I; CT taki, że 
1+2||e*|| — r 
Niech e; > 0 będzie taki, ze |T(e)|| + e1 = (1+2 le"|| — r)/(1+ r). Połóżmy £2 = Sta les 
Z poprzedniej części rozumowania wiemy, że istnieje liczba naturalna N; > m taka, ze dla 
każdego n > N, i dla każdego y € I; mamy |T(en)(7)| < £2. Niech u = e + MD e. 
Wtedy dla dowolnego y € I; mamy 


(1 + lle) - U — r) 


sup [Te y): y ET\ Ti} <r- 


Ml AA 


TW, = Tey) 4 ia T(en,)y)| < IZ) 4 Tas 
eros Lae le ler 
< IPfol+z<————. 
a zatem 


1+2lle*]] — r 
1+r l 
Z drugiej strony, ponieważ ||u|| = (14+ 2 |le*|| —r)/(1+r) iT zwiększa normę, więc ||T(u)|| > 
(1+ 2||e*|| —r)/ +r). Stąd dla dowolnego 7 > 0 istnieje yo € PAT taki, ze 
(1+ [je"|[)U — r) 
Lp 


max (|T(u)(y)| : y € T1} < 


1+2||e*|| — r 


Tir SIPC) OO)! < Tle) o) 4 


- |F(en,)(70)| - 
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1+2je'|-r 
1+r 
€1 
s T(u) 
oc + 
1+ 2jje*|| — r a z k 
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Rysunek 3.3: Ilustracja dowodu (dla r = 1/4, |le*|] = 3/4). 


Zatem 


1+r 14+ 2|le*|| — r 
tes] > a (Ter 
> lpr (Hier. 
(1 + Ie*||)(1 — r) 1+r 
<, KmA je se 1+r 
ler  " G+leDa-n 


he LODY 


_„.1ężlei=r 
l+r 


Rozważmy teraz element v = e — (1 + |le*||)en,. Wtedy 


IT (v)(yo)| > (1+ llel) |F(ew,)(90)| — ¡T(e) (ro) | 
n- (L+r) 


ITW. > 
1+2]le*|| — r 
> ale ( 
T+ fje] 
1+2]le*]] — r l+r 
m l+r l-r 


(1+ le DA =r) 


“(14 lle*|)T(en,) 


142 je") =7 
1+r 


Przechodząc do granicy przy y — 0 i biorąc pod uwagę, że ||v|| = 1, otrzymujemy ||T|| > 
(1 + 2||e*|| — r)/(1+ r), co jest sprzeczne z naszym założeniem. 

Przejdźmy teraz do ogólnego przypadku. Ustalmy e* € Be, \ {0} i niech T : We — j(X) 
będzie włożeniem izomorficznym. Połóżmy 


z3, = (e*(1),...,e*(m),0,0,...). 


| = 0, więc z Lematu 3.2.2 otrzymujemy 


Ponieważ limo ||e* — 2%, | 


lim d(W., Wer = = 0. 


Zatem istnieją izomorfizmy Om : Was, + We takie, że lim o IÓml| l$ || = 1. Niech 
Um = Tóm. Bazując na poprzednich rozważaniach, dla każdego m takiego, że ||x;,|| > r 
mamy 
1+2||2m|| — 

l+r 


ITIITI hml II > IT oml llon TI = (10,11 Ome 11 > 


Przechodząc do granicy przy m + oo, otrzymujemy tezę. 


Dotychczas znana była dokładna wartość odległości Banacha-Mazura pomiędzy /4-pre- 
dualnymi hiperpłaszczyznami w c jedynie w przypadku przestrzeni co i W,» dla e* € Są. 


Stwierdzenie 3.2.3 (E. Casini, E. Miglierina, Ł. Piasecki, R. Popescu [21]). Jeżeli e* € Sa, 
to d(co, Wer) = In3. 


Nastepny przyktad uogólnia powyzszy wynik oraz pokazuje, ze dla kazdego 0 < r < 1 
i dla każdego e* € B,, takiego, ze |le*|| > r, oszacowanie otrzymane w Twierdzeniu 3.2.1 jest 
dokładne. 


Przykład 3.2.4 (A. Gergont, E. Piasecki [30]). Niech 0 <a <P < 1ie* = (e*(1),e*(2),...) 
€ Ba. Niech z, = (e*(1),...,e*(m),0,0,...). Rozważmy odwzorowanie T : Wgrx, > Waz, 
określone dla dowolnego x = (x(1), x(2),...) € Woes, w następujący sposób: 


x(t) dlal<i<m, 


T(z)(ż) -| A 


az + ar Die (De) dla i > m. 


Łatwo wykazać, że T jest izomorfizmem oraz ||T|| < 1. Aby pokazać, że ||T|| = 1, wystarczy 
rozważyć element 


(sgne*(1),...,sgne"(m), 8 5, 1,8 lc ll, --.) € Swaas, 
Z drugiej strony, dla dowolnego z = (x(1), x(2),...) € Warz, mamy 


xli dl <1<m, 
Tey) = | ód. o 


B- Mm. Re z : 
Fale |) + Traer] 2921 Uel) dla i > m. 


2 < 1428105, ll-allz 


L+aljaz, || ml. W celu pokazania dokładności tego osza- 


Łatwo wywnioskować, że ||[77 
cowania wystarczy rozważyć element 
(sgne*(1),...,sgne*(m), 1, a ||zml| a ||cm||,---) € Swaas - 


36 


Stąd |T|| IT} = La = Zatem z Twierdzenia 3.2.1 otrzymujemy 
1+ 26 lxs, 1] — a lez] 
| Fe |e l 


m 


dW grs, Wane.) = ln 
Ponieważ lim lle* — z, || = 0, więc z Lematu 3.2.2 dostajemy 


1+ 26 lle"|| — a je*| 


(Weer, Wae* =1 
(Ws =m 1 +aJerl| 


Uwaga 3.2.5. Zauważmy, ze jeżeli w powyższym przykładzie przyjmiemy, ze x*, = ej,a = 0 
oraz 3 = 1, to odwzorowanie T sprowadza się do izomorfizmu z pracy Camberna [13] (patrz 
Uwaga 2.1.6). 


Rysunek 3.4: Wykres funkcji ilustrującej zmianę odległości Banacha-Mazura pomiędzy hiper- 
płaszczyznami Wax i Wgex przy zmianie wartości parametrów a i 6. 


Uwaga 3.2.6. Jak już wcześniej wspomnieliśmy, w literaturze jest tylko kilka wyników po- 
dających dokładną wartość odległości Banacha-Mazura w obrębie przestrzeni Lindenstraussa 
i dotyczą one pewnych szczególnych przestrzeni Co(K) (patrz podrozdział 2.1). W tym kon- 
tekście, wynik otrzymany w Przykładzie 3.2.4 okazuje się być czymś nowym. Zauważmy, że 
jeżeli w Przykładzie 3.2.4 położymy e* = ej przy równoczesnym założeniu, ze0<a< (<1, 
to uzyskamy przestrzenie Wae» i Wg,+, które są M przestrzeniami, ale nie są Co(K) (patrz 
Przykład 1.0.7) i d(Waer, W ge) = In at (patrz Rysunek 3.4). Według naszej wiedzy jest 
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to jedyny znany wynik, który podaje dokładną wartość odległości Banacha-Mazura pomie- 
dzy G przestrzeniami, które nie są Co(K). Następnie, jeżeli w Przykładzie 3.2.4 położymy 
56 = (3, 25,28): - s „B=li0<a<1, to otrzymamy odległość Banacha-Mazura pomiędzy 
pewną przestrzenią A(S) (patrz Przykład 1.0.6), a /,-predualną hiperpłaszczyzną w c. 


0.8 


n(2v2 — 1) 


Rysunek 3.5: Funkcje ilustrujące zmianę wartości odległości Banacha-Mazura hiperpłaszczy- 


zny We: od odpowiednio przestrzeni c i cy przy zmianie parametru r. 


Wniosek 3.2.7 (A. Gergont, Ł. Piasecki [30]). Dla dowolnego 0 < r < 1 mamy d(W,.e;, c) = 


In Les podczas gdy d(W,*,Co) = n(1+2r). W konsekwencji hiperptaszczyznq, która znajduje 


się w tej samej odległości Banacha-Mazura od c, co od co jest Wine (patrz Rysunek 3.5). 
W rzeczy samej, 


Ponadto nie ma hiperptaszczyzny We» równoodległej od c i cy o mniej niż ln (242 — 1). 
Zwróćmy uwagę, że otrzymana dystorsja izomorfizmu pomiędzy przestrzeniami W Vane 26 


i odpowiednio przestrzeniami W/ 5 1. i co) jest liczbą niewymierną. 
(v2 ię 
Wprowadźmy teraz następujące oznaczenie: 


r* (X) = inffr > 0: (ext By») CrBx+), (3.1) 


przy założeniu, że X jest dowolną ¢,-predualna. Teraz możemy przejść do prostej obserwacji 
wynikającej z Twierdzenia 3.2.1. 
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Wniosek 3.2.8. Niech X,Y € F. Jeżeli r*(X) < r*(Y), to 


1420 (Y) - r*(X) 


> 
d(X, Y) >In Er 


Naśladując konstrukcję przestrzeni ilorazowej H/~ oraz metryki dy, możemy również 
wprowadzić relację równoważności ~ w klasie F i tym samym otrzymać przestrzeń ilorazową 
F [x oraz metrykę dr,_. Zauważmy, że z Twierdzenia 2.2.3 wynika, że H/. C F/~. Z Wniosku 
3.2.8 wynika natomiast, że dla dowolnych Y, Z € [X] € F/~ mamy r*(Y) = r*(Z). 

Wobec powyższych uwag, możemy teraz przejść do następującego przykładu. 

Przykład 3.2.9 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Niech 0 <a < 8 <1lia} € B,,i€ 
N. Połóżmy X? = (72, Wir) oraz X? = (Oy Wier), dla t € [0,1]. Z Przykładu 3.2.4 


* 


wiemy, ze d (Wasg, Woes ) = In Helenalle gig każdego « € N. Ustalmy e > 0. Wtedy 


1+al|x*|| 
dla dowolnego i € N istnieje izomorfizm 9; : Wps + Waa: taki, ze lor = 1, llo < 
JES] Ue Niech 6: X — XV będzie dany wzorem 


@ (014-095, 20.) = (di (21),d2(22),...). 


1+26s—as 


Ponieważ funkcja f(s) = HE 


jest rosnąca dla s € [0,1], łatwo wnioskujemy, że 


1 + 28r* (X79) — ar* (X79) 
1+ar* (X$9) 


ló|| < 


e 


i ||[ó""|| = 1. Zatem 


1 + 28r* (XP°) — ar* (X79) 


a(Xo,XF) < m 1+ar* (XP) 


Z Wniosku 3.2.8 otrzymujemy, że 


1 +28r* (XP?) — ar" (XP) 
sl 
a(x2,X5) = ln 1 + ar* (XP) 


W analogiczny sposób można pokazać, że 


1+28r" (XP) — ar" (XP) 
1+ ar* (XT) ` 


d ee X;) = In 


3.3| Dystorsja izomorfizmu z /¡-predualnej na co 


Rozdział ten zwieńczymy wynikiem dotyczącym oszacowania dystorsji dowolnego izomor- 
fizmu z /;-predualnej X na co. Wynik ten jest uogólnieniem Twierdzenia 3.7 z pracy [21], 
gdzie rozważane są pewne /,-predualne X izomorficzne z Co, dla których r*(X) = 1. Ponadto 
wynik ten stanowi uzupełnienie Twierdzenia 3.1.3 i Twierdzenia 3.2.1. 


Twierdzenie 3.3.1 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Jeżeli X jest (,-predualną izo- 
morficzną ż Co, to 
d(X, o) > In(1+ 2r*(X)). 
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Zanim jednak przejdziemy do dowodu powyższego twierdzenia, przywołamy pewne nie- 
zbędne w jego toku, wyniki pomocnicze. 


Twierdzenie 3.3.2 (patrz np. R. E. Megginson [49]). Niech T : X — Y będzie ograniczo- 
nym operatorem liniowym z przestrzeni Banacha X na przestrzeń Banacha Y. Wtedy istnieje 
operator liniowy T : X/ker T — Y taki, że: 


1) T jest izomorfizmem, 
= Tr, gdzie r: X + X/kerT oznacza odwzorowanie ilorazowe, 
3) IFI= IZ 


Twierdzenie 3.3.3 (D. E. Alspach [1]). Niech X będzie przestrzenią ilorażową przestrzeni co. 
Wtedy dla dowolnego e > 0 istnieje podprzestrzeń Y przestrzeni cy taka, że d(X, Y) < In(1+e). 


Lemat 3.3.4 (D. E. Alspach |2|). Niech X będzie przestrzenią Banacha taką, że X* jest 
ośrodkowa i niech Y będzie podprzestrzenią X* izomorficzną zl, 1 o znormalizowanej bazie, 
którą będziemy oznaczać przez (y,). Jeżeli [yz :n EN} CY, to Y jest stabo* domknieta 
w X*. 


Lemat 3.3.5 (D. E. Alspach [2]). Załóżmy, że X i Y są ośrodkowymi przestrzeniami Ba- 
nacha, a (x*) i (y=) są znormalizowanymi ciągami odpowiednio w X* i Y*, równoważnymi 
standardowej bazie w b i dla których linf{x* :n € N} = lin{z* :n € N} ilinfyt : n € NF = 
linfyż : n € N}. Załóżmy, że o działające zlinfx% : n € N} nalinfyż : n € N} i będące odwzo- 
rowaniem przekształcającym bazę w bazę, tj. Ga anti) = EZ] Any, jest słabo* ciągłym 
homeomorfizmem z {x* : n € NF na [ys :n € Ny . Wtedy $ jest stabo* ciągłym izomorfi- 
zmem z lin{a* : n € N} na linfyż : n € N}. 


Lemat 3.3.6 (E. Casini, E. Miglierina, Ł. Piasecki, R. Popescu [21]). Niech T będzie ogra- 
niczonym operatorem liniowym z X na Y, przy czym Y 4 {0}. Wtedy 


sup{d > 0: ¿By C T(Bx)} = ||T- 7, 
gdzie T jest określone jak w Twierdzeniu 3.3.2. 


Mozemy teraz przejs¢ do dowodu Twierdzenia 3.3.1. 


Dowód Twierdzenia 3.3.1. Zauważmy, że jeżeli r*(X) = 0, to X = co (patrz [26]). Wobec 
tego przyjmijmy, ze r*(X) > 0. Niech e € (0,r*(X)) będzie dowolnie wybrany. Istnieją 


e* € (extByx.)' i podciąg (ez )ren standardowej bazy w 4, as że lle" || > r*(X)- 5, 


e AAA. ex \le*|| > TE, le'(nz)|. Połóżmy ez, A Fa ae Oczywiście ||eż, || = 1 
k=1 

i ciąg (es, )keNufoj jest równoważny standardowej bazie w fy. Niech Y = lin{ e, €% eh 200 

Ponieważ {Enos € CAC Leño En,» ny U de} C Y, więc Lemat 3.3.4 zapewnia 


nam, że Y = Y, a zatem Y = (X/+Y)*. Przyjmijmy, że 


z v= (le |- > le*(m)| „e'(m),e (m), © (ma)... | 
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Ponieważ y* € Ba, więc z punktu (iii) w Twierdzeniu 1.0.4 wiemy, ze Wy, = ¢, oraz 
o(41,W,* > x . 
er BADA y*. Niech $ : Y — Wj. będzie określone w następujący sposób: 


lareko + acer, + azen, + aser, +...) = Y ages. 


Wtedy ó jest izometrią liniową “na”. Ponadto 


śle) = o (1er - ¥ les)! c, + Żelme, 
= (a = > |e* (nx) ) ej + De (Mm 
= G adan =p. 
Wobec tego 6 jest stabo* ciągłym homeomorfizmem z też, Ch, ) Ch)... E = eee 


U fe*) na {e%,e3,...} = fei,eż,... | U {y*}. W świetle Lematu 3.3.5 6 jest słabo* ciągłą 
izometrią z Y na /, = W;.. Stąd Wy. jest izometryczna z X/*Y. 

Załóżmy teraz, że T : X — co jest izomorfizmem. Bez straty na ogólności rozważań 

x przyjąć, że |[T7'|| = 1. Rozważmy odwzorowanie rT"" : co > X/+Y = Wym, gdzie 

: X > X/+Y jest odwzorowaniem ilorazowym. Oczywiście tT! jest odwzorowaniem 

’ Z Twierdzenia 3.3.2 istnieje izomorfizm nT- AT : co/ ker nT! — Wy. taki, ze MT +||-= 


an Zauważmy teraz, że rT"'(B,) > rlz; Św, „ dla dowolnego 7 > 0. Zatem z Lematu 


3.3.6 otrzymujemy |T|| > || (ar) ||. Ponieważ ||7T~*|| < 1, więc IATA Ml < 

Nastepnie zauwazmy, ze na mocy Twierdzenia 3.3.3, istnieje podprzestrzeñ 2 id 
Co i izomorfizm K : cy/kermT"! — Z taki, ze [|K ||| K| < 1+e. Wobec tego z Twierdzenia 
3.2.1 dostajemy 


—— —— , —] ——_ —N—  —1 
1+2jjy"|| < nTAKA (ATA) i< KATKI T=) |< + ITI. 


Stąd ||T|| > | > II Przechodząc do granicy przy e — 0, otrzymujemy 


ITIITI > 1 + 2r*(X). 


Uwaga 3.3.7. Z dowodu Stwierdzenia 3.2.3 zamieszczonego w [21] wiemy, ze d(W.., co) < 
In(1 + 2 lle"||). Dla autorów pracy [21] nie było jasne, czy to oszacowanie jest dokładne poza 


otrzymujemy, ze d(W.«,co) = In(1 + 2 |le*||) dla dowolnego e* € Ba. 
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ROZDZIAŁ 4 


Przyktady zastosowan 


Odległość Banacha-Mazura jest klasycznym pojęciem w analizie funkcjonalnej używanym 
do opisu stabilności geometrycznych własności przestrzeni Banacha. W rozdziale tym, w ra- 
mach zastosowań zaprezentowanych w poprzednim rozdziale wyników, skupimy się na zagad- 
nieniu stabilności wielościenności i własności rozszerzania dla operatorów zwartych w obrębie 
przestrzeni Lindenstraussa oraz słabej” własności punktu stałego w obrębie pewnych klas 
/,-predualnych. Zajmiemy się również omówieniem pewnych topologicznych i metrycznych 
własności przestrzeni (H/~, dyy/_). 


4.1| Stabilność wielościenności w obrębie L¡-predualnych 


Przypomnijmy, że przestrzeń Banacha X nazywamy wielościenną (polihedralną), jeśli 
domknięta kula jednostkowa dowolnej skończenie wymiarowej podprzestrzeni przestrzeni X 
jest wielościanem (tzn. ma skończoną liczbę punktów ekstremalnych) (patrz [38)). 

Klasycznym przykładem L,-predualnej będącej przestrzenią wielościenną jest co (patrz 
[38]). Z drugiej strony, jako przykład Z4+-predualnej niebędącej przestrzenią wielościenną, 
możemy przywołać przestrzeń c. Przytoczymy elementarny dowód tego faktu. Z komentarza 
zamieszczonego w [32] wynika, że autorem tego rozumowania jest Libor Vesely. 


Stwierdzenie 4.1.1. Przestrzeń c nie jest przestrzenią wielościenną. 


Dowód. Rozważmy punkty P, na płaszczyźnie, gdzie P, := ei) dla każdego n € N 
(patrz Rysunek 4.1). Niech a, 1 + b,y = 1 będzie równaniem prostej przechodzącej przez P, 
i Pa+ı dla każdego n € N i aoz + boy = 1 będzie równaniem prostej przechodzącej przez 
Po :=e1 i P) := (—1,0). Wtedy ciągi a = (ap, a1,a2,...) i b = (bo, b1, b2,... ) należą do c, 
a ich otoczka liniowa jest izometryczna z płaszczyzną wyposażoną w normę, której domknieta 
kula jednostkowa jest zbiorem conv{+P,,+P>,...,+P,}. 


Należy również przypomnieć, że jeżeli X jest przestrzenią Banacha taką, że (ext By.) C 
rBy. dla pewnego r € (0,1), to X jest przestrzenią wielościenną (patrz [28]). 
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Rysunek 4.1: Konstrukcja pokazujaca, ze c nie jest przestrzenia wieloscienna. 


Przywotamy teraz kluczowa w dalszej czesci rozprawy charakteryzacje wielosciennych 
przestrzeni Lindenstraussa. 


Twierdzenie 4.1.2 (E. Casini, E. Miglierina, E. Piasecki, L. Vesely [23]). Niech X będzie 
nieskończenie wymiarową przestrzenią Lindenstraussa. Wtedy następujące warunki są rów- 
nowazne. 


1. X jest przestrzenią wielościenną. 
2. X nie zawiera izometrycznej kopii przestrzeni c. 
Stąd, jako natychmiastową konsekwencję Twierdzenia 3.1.3, otrzymujemy: 


Wniosek 4.1.3 (A. Gergont, E. Piasecki [29]). Niech X będzie nieskończenie wymiarową 
L, -predualną taką, że (ext Bx+} C rBx- dla pewnego 0 <r < 1. Jeżeli Y jest L,-predualną 
izomorficana z X i 
3-7 
d(x,Y) <1 
( ) ) n 1 + ) 


r 


to Y jest przestrzenią wielościenną. 


Uwaga 4.1.4. Należy zaznaczyć, że badanie stabilności wielościenności w obrębie wszystkich 
przestrzeni Banacha byłoby bezprzedmiotowe. Mianowicie dla każdej wielościennej przes- 
trzeni Banacha X i dowolnego € > 0 możemy wskazać taką przestrzeń Banacha Y, która nie 
jest wielościenna i d(X, Y) < In(1 + €). 
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Trzeba podkreślić, ze oszacowanie uzyskane we Wniosku 4.1.3 jest dokładne dla dowolnego 
r € [0, 1) (patrz Przykład 3.1.9). W przypadku, gdy r = 1 możemy wskazać taką wielościenną 
/,-predualną X, dla której (ext By.) C Sx» i istnieje prawie izometryczna z nią /,-predualna, 
która nie jest wielościenna. W tym celu wykorzystamy wynik charakteryzujący /,-predualne 
hiperpłaszczyzny w c zawierające izometryczną kopię przestrzeni c. 


Stwierdzenie 4.1.5 (E. Casini, E. Miglierina, Ł. Piasecki [19|). Niech e* € Ba. Wtedy 
następujące warunki są równoważne. 


1. We zawiera podprzestrzeń izometryczna z c. 


2. |e'||= 1, zbiór {n € N : e*(n) < 0) jest skończony i zbiór {n € N : e(n) = 0) jest 
nieskoñczony. 


Przyktad 4.1.6. Ze wzgledu na fakt, iz przyktad ten bedziemy przywotywaé równiez w kon- 
tekście innych niż wielościenność własności, rozwazmy następujący przekrój /,-predualnych 
hiperpłaszczyzn w c: Waz, Waz, Waz 1 Was, gdzie 21,13, 13,1, E Sp Są następującej po- 
staci ai = (Lam), 23 = (42-20), 23 = (3,0, 32,0, 2,0, 31,0,...) 
izi= (3, ee =e Zauważmy, ze p(xf, 2%) = 0 dla i, j = 1,2,3,4. Wobec tego 
w świetle Stwierdzenia 2.2.1, d(We-, Was) = 0 dla i, j = 1,2,3,4. Z drugiej strony, ze Stwier- 
dzenia 2.2.2 wynika, że W,; nie jest izometryczna z Wo; dla i 4 j. Na mocy Stwierdzenia 
4.1.5, Wz; zawiera podprzestrzeń izometryczną z c, w przeciwieństwie do W;;, Waz 1 Wes. 
W konsekwencji z Twierdzenia 4.1.2, Was, Wo; i Way są wielościenne, natomiast W,; nie jest 
przestrzenią wielościenną. Wobec tego widać wyraźnie, że wielościenność nie jest niezmien- 
nicza względem odległości Banacha-Mazura 0. 


4.2| Stabilność własności rozszerzania dla operatorów zwartych 


Jedną z inspiracji rozwoju teorii rozszerzania operatorów było niewątpliwie słynne twier- 
dzenie Hahna-Banacha. 


Twierdzenie 4.2.1 (H. Hahn [34], S. Banach [5|). Niech Y będzie podprzestrzenią przestrzeni 
unormowanej X. Wówczas každy ciągły funkcjonał liniowy f na Y można rozszerzyć do 
ciągłego funkcjonału liniowego F na X tak, by ||F|| = || f|- 


Idea rozszerzania funkcjonałów z podprzestrzeni na całą przestrzeń z zachowaniem pew- 
nych szczególnych własności, została przeniesiona później na inne typy przestrzeni czy od- 
wzorowań. Z tematyką tą związana jest własność, która dotyczy rozszerzania operatorów 
zwartych z zachowaniem normy. Mówimy, że przestrzeń Banacha X ma własność rozszerza- 
nia dla operatorów zwartych (w skrócie WROZ), jeśli dla dowolnych przestrzeni Banacha 
Y c Z, każdy operator zwarty T : Y — X dopuszcza zwarte rozszerzenie T : Z — X takie, 
że |T|| = [IT |. Własność ta była obszernie studiowana przez J. Lindenstraussa [45]. Między 
innymi wykazał on, że każda przestrzeń Banacha X mająca WROZ musi być wielościenną 
L¡-predualna. Przez niemal 50 lat sądzono, że zachodzi również zależność w drugą stronę. 
Co więcej, brak własności rozszerzania dla operatorów zwartych przestrzeni Lindenstraussa 
utożsamiano z faktem iż przestrzeń ta zawiera izometryczną kopię przestrzeni c (patrz [41], 
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[27, Stwierdzenie 6.23]). W pracy [23] wykazano, ze oba te stwierdzenia sa falszywe (patrz 
Przykłady 4.1.6 i 4.2.9). Ponadto w [23] oraz [22] scharakteryzowano na nowo przestrzenie 
Lindenstraussa mające WROZ (patrz Twierdzenie 4.2.3). W naszych dalszych rozważaniach 
podamy kolejną charakteryzację przestrzeni Banacha mających WROZ. Zanim jednak przej- 
dziemy do jej treści, przypomnimy pewne istotne pojęcia i przytoczymy kluczowe dla jej 
dowodu wyniki. 

Wypukły podzbiór F kuli By (odpowiednio sfery Sx) nazywamy fejsem (obliczem) kuli 
Bx (odpowiednio sfery Sx), jeżeli z warunku tz + (1 —t)y € F dla z,y € Bx (odpowiednio 
wy € Sx) it € (0,1) otrzymujemy x,y € F. Fejs kuli By nazywamy właściwym, jeśli 
F # By. Zatem F jest fejsem sfery Sy wtedy i tylko wtedy, gdy F jest właściwym fejsem 
kuli Bx. 

Niech K będzie zwartym, wypukłym, symetrycznym względem 0 podzbiorem przestrzeni 
liniowo-topologicznej. Przez Ag(K) będziemy oznaczać przestrzeń Banacha wszystkich funkcji 
f : K *Rciągłych, afinicznych i symetrycznych (tzn. takich, że f(—z) = — f(x) dla każdego 
x € K), wyposażoną w normę supremum. 


Stwierdzenie 4.2.2 (A. J. Lazar [41]). Niech X będzie L;-predualną, F fejsem sfery Sx«, H 
słabo” domkniętą otoczką wypukłą zbioru FU—F, a Y ośrodkową podprzestrzenią przestrzeni 
Ao(H). Wtedy istnieje liniowa izometria T : Y — X taka, ze x*(T(y)) = y(x*) dla wszystkich 
z EH Liy€EY. 


Twierdzenie 4.2.3 (E. Casini, E. Miglierina, E. Piasecki, R. Popescu, L. Vesely [23, 22]). 
Niech X będzie nieskończenie wymiarową przestrzenią Banacha. Wtedy następujące warunki 
są równoważne. 


1. X ma WROZ. 


2. X jest przestrzenią Lindenstraussa taką, że Bx» nie ma właściwego, nieskończenie wy- 
miarowego, słabo* domkniętego fejsu. 

3. X jest przestrzenią Lindenstraussa taką, że x*(x) < 1 ilekroć x € Sy i x* € (ext By.). 

4. X jest przestrzenią Lindenstraussa taką, że zbiór ext D(x) jest skończony dla każdego 
ie Sy. 


Twierdzenie 4.2.4 (M. Zippin [62]). Niech X będzie nieskończenie wymiarowa ośrodkową 
L;¡-predualna. Wtedy istnieje podprzestrzeń U C X i izometria T : U + c taka, że obraz 
Y = T(U) jest albo przestrzenią c albo domkniętą hiperptaszczyzna w c. Ponadto, jeżeli Bx 
ma punkt ekstremalny, to Y zawiera element (1,1,1,...) z przestrzeni c. 


Uwaga 4.2.5. Z dowodu Twierdzenia 4.2.4 wynika, że przestrzeń Y jest /,-predualną. 


Wykażemy teraz nową, istotną w toku dalszych rozważań charakteryzację L¡-predualnych 
mających WROZ. Należy podkreślić, że omawiana wcześniej klasa przestrzeni A(S), jak 
również klasa H odegrają tutaj kluczową rolę. Wynik ten zamyka dyskusję na temat opisu 
wewnętrznej struktury przestrzeni Lindenstraussa mającej WROZ. 


Twierdzenie 4.2.6 (A. Gergont, L. Piasecki |[29|). Niech X będzie nieskończenie wymiarową 
przestrzenią Banacha. Wtedy następujące warunki są równoważne. 
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1. X ma WROZ. 


2. X* = L(T) dla pewnego zbioru I i X nie zawiera izometrycznej kopii żadnej nieskoń- 
czenie wymiarowej przestrzeni A(S). 


3. X* = A(T) dla pewnego zbioru T i X nie zawiera izometrycznej kopii żadnej hiper- 
płaszczyzny Wx € H zawierającej element (1,1,1,...) z przestrzeni c. 


4. X* = L (T) dla pewnego zbioru I i X nie zawiera izometrycznej kopii żadnej domkniętej 
hiperptaszczyzny w c zawierającej element (1,1,1,...) z przestrzeni c. 


Dowód. Jak już wcześniej wspomnieliśmy, Lindenstrauss [45] wykazał, że każda przestrzeń 
Banacha mająca WROZ musi być wielościenną /4-predualną. Zatem stosując Twierdzenie 
3.1.1 i Twierdzenie 3.1.2 otrzymujemy, ze X* = /,(T') dla pewnego zbioru rI. 

—(1) > —(2). Załóżmy, że X* = 4 (T) dla pewnego zbioru I i X nie ma WROZ. Wówczas, 
na mocy Twierdzenia 4.2.3, Bx» ma nieskończenie wymiarowy, słabo* domknięty właściwy 
fejs F. Wobec tego istnieje nieskończony zbiór ACT taki, ze 


F = conv {eae : A E A} = Y aei :04 20,0) a, =1 i 
AEA AEA 


gdzie dla każdego A € A mamy jedną z dwóch możliwości: e, = 1 lub e, = —1. Niech 
Y, = lin conv(F U —F). Oczywiście, przestrzeń Y, jest izometryczna z przestrzenią /,(A). 
Ponieważ By, = By: N Yı = conv(F U—F), więc Y, jest słabo” domkniętą podprzestrzenią 
przestrzeni X* (patrz rozdział V, [25]). Stąd Y, = (X/+Y,)*. Przestrzeń X/+Y, możemy 
utożsamiać z przestrzenią Ag(By,). Niech f : F — R będzie funkcją stałą, równą 1 na F. 


Niech f oznacza jedyne afiniczne, symetryczne rozszerzenie f na By,, a następnie niech f 
oznacza jedyne rozszerzenie liniowe f na całą przestrzeń Yı. Zauważmy, ze 


z 1 1 
kerf N By, = RA ¿EF). 


To pokazuje, ze kerf jest słabo* domknięte w Yi, a więc f € Y;" (patrz rozdział V, [25)). 
Wobec tego f jest punktem ekstremalnym domkniętej kuli jednostkowej w Ag(By,). Niech Z 
będzie nieskończenie wymiarową, ośrodkową podprzestrzenią przestrzeni Ag(By, ) zawierającą 
punkt ekstremalny f. Z Lematu 3.1.6 wynika, że przestrzeń Ay(By,) zawiera ośrodkową 
podprzestrzeń Z, taką, że Z C Zı C Ag(By,) i Z jest Ly-predualna. Ponieważ f € ext Bz, 
więc z Twierdzenia 1.0.2 wynika, ze 4, jest izometryczna z pewną nieskończenie wymiarowa 
przestrzenią A(S). Wobec Stwierdzenia 4.2.2, istnieje liniowa izometria T : A(S) > X. 

—(2) > —(3). Załóżmy, ze X* = 4(T) dla pewnego zbioru [ i X zawiera podprze- 
strzeń izometryczną z pewną nieskończenie wymiarową przestrzenią A(S). Ponownie stosu- 
jąc Lemat 3.1.6 wnioskujemy, że przestrzeń A(S) zawiera nieskończenie wymiarową ośrod- 
kową I4-predualną, która zawiera punkt ekstremalny kuli Bas). Z dowodu Twierdzenia 4.2.4 
(patrz Uwaga 4.2.5) wynika, że przestrzeń A(S) zawiera izometryczną kopię hiperpłaszczyzny 
We» € H zawierającej element (1,1,1,...) € c. 

—(3) > —(4). Oczywiste. 
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(4) > —(1). Załóżmy, ze X* = /4,(T) i X zawiera izometryczną kopię domknietej hiper- 
płaszczyzny W w przestrzeni c zawierającej element z = (1,1,1,...) € c. Ponieważ W jest 
domkniętą hiperpłaszczyzną, więc może być zapisana jako 


W = fe = (x(1),z(2),...) € c: g(1) lim z(i) + X` gli + Dai) = o} ; 
1>00 A 
gdzie g = (g(1),g(2),...) € Sa. Ponieważ lim, „o g(i) = 0, więc możemy wybrać podciągi 
liczb naturalnych (p;)ien, (qi)ien i ciąg liczb rzeczywistych (N;)ien takie, że: 


© p; < qi < Pir1 < G41 dla każdego i € N; 
e 7; E€ (—1,1) dla każdego i € N; 
e dla dowolnych i,j € N takich, ze j £ i element 
Tij = Mp, + q, — Niep; — Ca; 
należy do W (przypomnijmy, że e, = (0,...,0,1,0,0,...) € c, gdzie 1 występuje na 
n-tym miejscu). 


Niech (ež) oznacza standardową bazę w c* = 4. Niech už oznacza zawężenie e, do W. 
Ponieważ element x = (1,1,1,...) € W, więc luz || = už (x) = ex (x) = 1. Niech uż oznacza 
rozszerzenie už na całą przestrzeń X z zachowaniem normy, [uz || = 1. Wtedy uż € D(x) dla 
każdego n € N. Ponieważ ||x;,;|| = 1 dla dowolnych 4, j € N takich, że j ź i, więc 


—— 


2> ga — a > ales) — Wi 1(0)| = lez (213) — 7 (715) > 2. 


To pokazuje, że D(x) nie jest normowo zwarty, a więc D(x) jest nieskończenie wymiarowym 
słabo” domkniętym, właściwym fejsem kuli Bx». Z Twierdzenia 4.2.3 wynika, że przestrzeń 
X nie ma WROZ. 


Uwaga 4.2.7. Z punktu (i) Twierdzenia 1.0.4 mozemy wywnioskowaé ze nie kazda hiper- 
płaszczyzna w c zawierająca element (1,1,1,...) € c jest /,-predualną. Jako przykład mo- 
żemy podać We» z e* = (1, —1,1,0,0,0,...). 


Możemy teraz wykazać następujący wynik stabilnościowy dotyczący WROZ. 


Twierdzenie 4.2.8 (A. Gergont, Ł. Piasecki |[29|). Niech X będzie nieskończenie wymiarową 
L,-predualng taką, że (ext Bx:) C rBx- dla pewnego 0 <r < 1. Jeżeli Y jest L¡-predualna 


izomorficana z X i 
j 


d(X,Y) <n 


+ r 


to Y ma WROZ. 


Dowód. Z Twierdzeń 3.1.1, 3.1.2 i 4.2.3, X* = ¢,([) dla pewnego zbioru I i X ma WROZ. 
Niech Y będzie L¡-predualna izomorficzną z X. Wtedy Y* = /,(T). Załóżmy, ze Y nie ma 
WROZ. Wowczas, na mocy Twierdzenia 4.2.6, Y zawiera izometryczna kopie nieskonczenie 
wymiarowej przestrzeni A(S). Z Wniosku 3.1.8 otrzymujemy, ze d(X, Y) > In e 


48 


Oszacowanie uzyskane w Twierdzeniu 4.2.8 jest dokładne dla każdego r € [0,1) (patrz 
Przykład 3.1.9). Dla kompletności rozważań warto wspomnieć, że możemy znaleźć taką /,- 
predualną X mającą WROZ, dla której (ext By:) C Sx: i istnieje taka /,-predualna Y, 
że d(X, Y) =01 Y nie ma WROZ. 


Przykład 4.2.9. Wróćmy do /,-predualnych hiperpłaszczyzn W,;, Was, Was i Wo; omawia- 
nych w Przykładzie 4.1.6. Z Twierdzenia 4.2.3 wynika, że Wąs i W.; mają WRÓZ, w przeci- 
wieństwie do W,; i Waz. Wobec tego własność rozszerzania dla operatorów zwartych nie jest 
niezmiennicza względem odległości Banacha-Mazura 0. 

Ponieważ Wz; i Wz; maja WROZ, więc możemy od razu wywnioskować, że są wielościenne 
(por. Przykład 4.1.6). Jednakże z faktu, że przestrzeń nie ma WROZ, nie wynika, że nie jest 
ona również wielościenną. Przykładem przestrzeni wielościennej, która nie ma WROZ jest 
W,» (patrz Przykład 4.1.6). Należy podkreślić, że fakt ten został po raz pierwszy wykazany 
w [23]. 


4.3 Topologiczne i metryczne własności przestrzeni (H/., dy,_) 


Niech (M, p) będzie przestrzenią metryczną. Symbolem By(z,r) oznaczamy domkniętą 
kulę o środku w punkcie x € M i promieniu r > 0: 


By(z,r) = {y E€ M : px, y) <r}. 
Przez Sy(z,r) oznaczamy sferę o środku w punkcie z € M i promieniu r > 0: 
Su(z,r) = {ye M : p(z,y) =r}. 


Ponadto połóżmy By(x,0) = {x} i Sy(x,0) = {x}. 

Niech x,y € M. Załóżmy, że istnieje ciągłe odwzorowanie y : [0,1] > M takie, ze y(0) = z 
i y(1) = y. Odwzorowanie to nazywamy krzywą (lub ścieżką) łączącą x i y. Długość krzywej 
definiujemy jako 


LG) = WY pla (tea) 7 (ta) 


gdzie kres górny jest wzięty po wszystkich n € N i wszystkich możliwych podziałach 0 = 
to < ti <- < tn = 1. Jeżeli przestrzeń M jest taka, że każde dwa punkty z M można 
połączyć co najmniej jedną krzywą o skończonej długości, to możemy skonstruować w M 
metrykę ścieżkową, zdefiniowaną dla dowolnych x,y € M przez 


path 


py (x,y) = kres dolny długości wszystkich krzywych w M łączących z i y. 


4.3.1; Homeomorficzny model przestrzeni (H/~, dy,,.) 


W tym paragrafie skupimy się na udowodnieniu wyniku, który daje nam prosty i niezwy- 
kle użyteczny w kontekście badań własności topologicznych model przestrzeni (H/~, dy y.) 
wprowadzonej w podrozdziale 2.2. Zacznijmy od jego sformułowania. 
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Twierdzenie 4.3.1 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Przestrzeń (H/., du.) jest homeomor- 
ficzna z przestrzenią (K, dy, ), gdzie 


K = {x = (z(1),<(2),...) E€ Ba : z(i) > z(i+1) > 0 dla wszystkich i € N} 
i da (£,y) = lx — yl] = LE lz) — y(i)| dla dowolnych x,y € K. 


W celu udowodnienia przytoczonego twierdzenia potrzebujemy szeregu nastepujących wy- 
ników pomocniczych. 


Lemat 4.3.2 (A. Gergont, Ł. Piasecki [30|). Niech n € N i niech ai, bi, i = 1,...,n, będą 
liczbami rzeczywistymi takimi, ze 41 >: 2 an 2È 0 ibi 2 --- >b, 20. Wtedy dla dowolnej 
permutacji m: {1,... n} > {1,... n} 


n 


i=1 


i=l 


Dowód. Dowód przeprowadzimy za pomocą indukcji względem n. Oczywiście dla n = 1 
nierówność jest prawdziwa. Załóżmy, że nierówność zachodzi, gdy n = k dla pewnego k > 1, 
tj. dla dowolnych liczb rzeczywistych a;, b;, 7 = 1,...,k, takich, ze ay > --- > ak È 0, 
bı > +--+ > by > 01 dla dowolnej permutacji m : {1,..., k} — {1,..., k} 


k 
S la; — brol 2 dla; — bil. 
1=1 1=1 
Musimy pokazać, że nierówność zachodzi dla n = k+1. Rozważmy dowolne liczby rzeczywiste 
a;, bi, i = 1,...,k +1 takie, ze ay > +--+ > ak1 >01b, > +--+ > bys, > O oraz dowolną 
permutację m: {1,...,k+1} > {1,...,k+1}. Jeżeli istnieje 1 < ig X k+1 taki, ze io = T(t), 
to wykorzystując założenie indukcyjne łatwo otrzymujemy 


k+1 k+1 


S la; — brol > dla; — bil. 
i=1 i=l 


Z drugiej strony, jeżeli i A (i) dla każdego 1 <i < k+1, to r(1) > 1 1istnieje 1 < j < k+1 
taki, ze 7(j) = 1. Bez straty na ogólności rozważań możemy założyć, że a, > bı. Wtedy 


k+1 k+1 
>» la; = bral = la = by | + by = bz(n| + la; = by | + yo la; = bral 
i i 
k+1 k+1 
> laz — bil + Jas — dra) + Dla — bza| > DO las — bi] 
1=2 i=l 
ij 


i ostatnia nierówność wynika z naszego założenia indukcyjnego. 


Lemat 4.3.3 (A. Gergont, E. Piasecki [30|). Dla dowolnych x, y € K, 
p(z,y) = |z — yll. 
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Dowód. Niech x, y € K,r € Ilie € € będą dowolnie wybrane. Dla dowolnego n € N połóżmy 
EI E O E A 9 = (GA) A ARIAS i 


An = {i € {1,... n}: a(i) € {1,... n}}. 
Niech m, € II będzie dowolną permutacja spełniającą warunki: 
1. mal{1,... e = {1,... n}, 
2. T(t) = m(ż) dla każdego i € An. 


Mamy 
D OM) > E OO -ORD > Z LOO — wll 


= 5 [2 (i) — y™ (Tali) )| 


i z Lematu 4.3.2 


n 


>. r (é) — y (mi) > >. Bf) — yY @| = |e — y™ |. 

Powyzsze PO pokazuje, że p(a™, y™) > |ja™ — y™ ||. Stąd i z (IV) otrzymujemy 
p(z0,y%) = zed — y™ ||, Oczywiście 

lim © = al] = lim [ly — y =0. 
Stosując (IV) otrzymujemy 

Jim p(x, z) = lim p(y””, y) = 0. 
W związku z tym, stosując dwukrotnie (II) i (III), otrzymujemy 

lim p(z,y*) = p(z,y). 
Zatem 
p(z,y) = lim p(r),y9) = lim [a — y™ || = liz — yll. 


Kolejny wynik został wraz z pełnym dowodem (ze względu na sugestię recenzenta pracy 
[30]) po raz pierwszy opublikowany w [30], jednakże był już wcześniej znany i stosowany 
w dowodzie Lematu 2.3 w pracy [56]. 


Lemat 4.3.4 (A. Gergont, Ł. Piasecki [30|). Ustalmy e € [0, €o), gdzie eo jest jedynym 
rozwiązaniem rzeczywistym równania t?+4t?+7t—2 = 0 (tj. eg = 0,248... ). Jeżeli o : h — 4 
jest izomorfizmem takim, że dla każdego x € (4 


[ell < lo(e) | < +) llel, 


to istnieje jednoznacznie wyznaczony ciąg znaków e = [e(n))nen, e(n) = +1, dokładnie jedna 
permutacja n : N — N i dokładnie jeden ciąg (Wn)nen w kuli ots) Bo, taki, że dla każdego 
n € N mamy 

Plen) = e(n)ezq + Wn. 
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Stwierdzenie 4.3.5 (A. Gergont, E. Piasecki [30|). Niech x%,,2* € Ba, m € N. Wtedy 
następujące warunki są równoważne. 


(1) lim d(W,,, Wa) = 0. 
(2) lim p(zź,a*) = 0. 


Dowód. Załóżmy, że limp... d(W2» ,W,+) = 0. Wtedy istnieje ciąg izomorfizmów 9, : 
Wiz, > Wz» taki, że limm-00 ||$ml| llom || = 1. Możemy założyć, że ||¢;,"|| = 1 (w przeciwnym 
razie możemy zastąpić dm przez ||;,'|| óm). Rozważmy teraz ciąg sprzężonych izomorfizmów 
bm : Wz. + Wz... Z lematu 4.3.4 istnieje ciąg zbieżny do zera (Mm)men C (0,00) taki, że dla 
dowolnych m,n € N 
dm (en) = Em(N)EZ, (n) T 6 

gdzie rm : N — N jest permutacją, €m = (Em(0))nen jest ciągiem znaków i ||w,„|| < m dla 
wszystkich n € N. Bez straty na ogólności rozważań możemy założyć, że 


Em(n)ex,(n) AA do: 
Wtedy 
pema) < DS len(a) = en(a a ar) 
< D eln) - RENDE D eO 


< lem — Om(@")| + Nm < lim inf ARS 


Przechodząc do granicy przy m — oo, kończymy dowód implikacji (1) = (2). E 

Załóżmy teraz, że lim. p(t;,, 1*) = 0. Możemy wybrać ciąg (Yj ),,, ¿y taki, że yh € Foz, 
oraz limm—co |Ym — 2*|| = 0. Stosując Lemat 3.2.2 otrzymujemy limm-=0x d(Wys , Wa») = 0. 
Na mocy Stwierdzenia 2.2.1, d(Wy- , W.» ) = 0. Zatem limm—oo (Was, , Wa») = 0. 


Możemy teraz przejść do dowodu głównego wyniku tej sekcji. 


Dowód Twierdzenia 4.3.1. Ustalmy x* € By. Zauważmy, że z konstrukcji (2.1), dla dowol- 


nego 1* € By, mamy — 
Fel KETW HE (4.1) 


Niech $ : H/a > K będzie dane wzorem 
$([Wz-]) = 2*. 


Zauważmy, że ze Stwierdzenia 2.2.1, (I) i (4.1) wynika, że wartość 6([W,.]) nie zależy od 
wyboru reprezentanta warstwy [W,.| i @ jest bijekcją. Pokażemy, że $ jest ciągłe. Niech 
x*,x* € Be, będą takie, że 
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W świetle Stwierdzenia 4.3.5 i (V), 
lim p(x, 2") = lim p(x;, 2*) = 0, 
co, z Lematu 4.3.3, jest równowazne z lim |z — x*|| = 0. To pokazuje, ze 9 jest ciągłe. 
Z drugiej strony, niech x;,1* € K będą takie, że lim lax — z*|| = 0. Z Lematu 3.2.2 


wynika, że lim dzy, ([W3: |, [W.+|) = lim d(W.:, Wz») = 0, a więc $"" jest ciągłe. 
noo / e noo de 


Wniosek 4.3.6 (A. Gergont, E. Piasecki [30|). Dla ustalonego n € N przyjmijmy, że 
Kn = {x € Ba :1(1) >--- > a(n) > 0 ¿x(n+k)=0 dla wszystkich k € N}, 
natomiast 
Hn = WZ: :1* ma co najwyżej n niezerowych współrzędnych). 


Zbiór Ko jest przedstawiony na Rysunku 4.2. Niech ~ oznacza relację równoważności na Hn 
określoną dla dowolnych Wr», Wy» € Hn w następujący sposób: 


W,+ ~ Wy» wtedy i tylko wtedy, gdy d(W,«,W,«) = 0. 
Następnie, niech dy,,/. : Hn/~ X Hn/~ — [0, 00) będzie określona wzorem 
duny ((Wz*], [Wy]) = d(WZ*, Wy»). 
Z Twierdzenia 2.2.3 dla dowolnego n € N, 
Tn ite ia Ma 


Ponadto przestrzeń (Hn/., du, /.) jest homeomorficzna z (Kn, dy, ). Aby to wykazać wystarczy 
rozważyć zawężenie homeomorfizmu © : H/. > K do zbioru Hn/~, gdzie ġ jest określony 
jak w dowodzie Twierdzenia 4.3.1. 


Rysunek 4.2: Zbiór Kə z przykładowymi ścieżkami łączącymi punkty (1,0) i (0,0), którym 
odpowiadają przestrzenie c i Co. 
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Wniosek 4.3.7 (A. Gergont, L. Piasecki [30|). Niech 6 będzie określone jak w dowodzie 
Twierdzenia 4.3.1. Wtedy dla dowolnego r € [0,1], 


$7 (Sk((0,0,...),r)) = Sny. ([co), In(1 + 2r)). 


Ponadto dla Hy, Kn i bn określonych jak we Wniosku 4.3.6, mamy 


bn’ (S5k„((0,0,...),r)) = Shy. (lco], n(1 + 2r)). 


Uwaga 4.3.8. Pokażemy, że przestrzeń K nie jest lokalnie zwarta w żadnym punkcie tzn. 
dla dowolnego x = (x(1), x(2),...) € K i dowolnego 0 < e < 1 kula Bk(z,e) nie jest zwarta. 
Rozważmy najpierw dowolny punkt z € K postaci z = (x(1),...,z(n),0,0,0,...), gdzie 
x(n) > 0. Zdefiniujmy ciąg (Ym)men C (1 w następujący sposób: 


ZE EZ 


y w x(n), 0,0,0,... Je 
2- 10% 


22-107 
10” 


Ym = (+a, ...,c(n= 1), (1 — 5) x(n) 


Łatwo zauważyć, ze dla każdego m € N, ym € Bxlx,€) i ciąg (Ym)men jest rozseparowany. 
Ponieważ punkty powyższej postaci tworzą zbiór gęsty w K, więc zbiór K nie jest lokalnie 
zwarty w żadnym punkcie. Wobec tego z Twierdzenia 4.3.1 przestrzeń H/. nie jest lokalnie 
zwarta w żadnym punkcie. 


Ponieważ zbiór K jest wypukły możemy wywnioskować, że przestrzeń K i w konsekwencji 
również przestrzeń H/. sa ściągalne. Ponadto zauważmy, że Twierdzenie 4.3.1 i Wniosek 4.3.6 
ilustrują wielość i różnorodność ścieżek łączących dowolne dwa elementy przestrzeni H/~. Na 
przykład, każda ścieżka y w K, łącząca (1,0,0,...)i(0,0,0,...) odpowiada ścieżce 6" '|k„oy 
w H,,/~ łączącej [e] i [co] (patrz Rysunek 4.2), gdzie $ : H/. + K jest homeomorfizmem 
zdefiniowanym w dowodzie Twierdzenia 4.3.1. W naturalny sposób nasuwa się pytanie o ist- 
nienie najkrótszej spośród nich oraz jej długość. W następnej sekcji zajmiemy się szerzej tym 
zagadnieniem. 


4.3.2] Optymalna homotopia działająca na H/. 


Przedmiotem niniejszego paragrafu będzie konstrukcja homotopii ściągającej H/. do [co] 
po najkrótszych ścieżkach w H/., a także wyznaczenie długości każdej z nich. 


Twierdzenie 4.3.9 (A. Gergont, E. Piasecki [30|). Niech funkcja H : [0,1] x H/. > H/. 
będzie zdefiniowana w następujący sposób 


H(t, [We«]) = [Water]. 
Wtedy: 
(1) H jest homotopią ściągającą H/. do [co]; 


(2) dla dowolnej warstwy [We] € H/., y: [0,1] > H/~ określona wzorem y(t) = H(t, [W.+]) 
jest najkrótszą krzywą w H/~ łączącą [We] z [co] i L(y) = 21n (1 + lle"||). 
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Dowód Twierdzenia 4.3.9 opiera sie na szeregu przytoczonych ponizej wyników. Zaczniemy 
od wykazania, ze H jest homotopia. 


Lemat 4.3.10 (A. Gergont, Ł. Piasecki [30]). H jest ciągła. 


Dowód. Niech przestrzeń (K, dą) będzie określona jak w Twierdzeniu 4.3.1. Rozważmy od- 
wzorowanie H : [0,1] x K > K dane wzorem H(t,x) = (1 — t)z. Oczywiście H jest ho- 
motopia ściągającą K do punktu (0,0,0,...) € K. Niech @ będzie homeomorfizmem okre- 
ślonym tak jak w dowodzie Twierdzenia 4.3.1. Wystarczy teraz zauważyć, że H(t, [W.+]) = 


6" (H (t, ((We]))). 


Lemat 4.3.11 (A. Gergont, E. Piasecki [30]). Niech 0 <a < 8 < 1 ie* € Ba. Następnie 
niech y : |a, 6] > H/. będzie dana wzorem y(t) = [Wie]. Wtedy y jest krzywą lipschitzowska 
o długości 

+ Blle*|| 


1+alle*|| 


L(y SZT 


Dowód. Niech a < ty < tə < P będą dowolnie wybrane. Wtedy z Przykładu 3.2.4 


1 2 cl | a * 
dW ex, Wie) = In ( añ ta lle | ty lle l) 


duj (y(t1), y(t2)) 


1+ tı |le*|| 
24 lel- 26 eN 2lle'l 
ln [14 < : =t 
( fel tener 
2 lje" | 
EL E 
rae >" 


Wobec tego y jest lipschitzowska i w konsekwencji prostowalna. Obliczymy teraz jej długość. 
Dla dowolnego n € N rozważmy następujący podział przedziału [a, 8]: tę = a + £(8 — a), 
k=0,1,...,n. Ponownie stosując Przykład 3.2.4 otrzymujemy 


n-1 m—1 
L(y) = fim, 2 dny. (7 (th) 7 ()) = Jim, Dod (Wig, e We) 
=0 =0 


CS, (LEII (e+ Sk +0) - lel (a + 528) 
T A 3 1 + ||e* | (a + £2k) 


z is TT. B+ 2+ Ot ela) gate 
00 k + (1 + ||e*||a) 


k=0 Gayle 
n+ (L+ |le'||a)z—jer 2 +14 (L+ lle lle) 41 
SEA „| CDI Ee 


wie Caleta) ar 1+ (1+ |le*lle) zoen 
1 ai. * 
= 2ln 1+ lel 
1+alle*|| 
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Lemat 4.3.12 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Niech [W.,+], [W,+] € H/. będą takie, ze ||x*|| < 


lly*||. Jeżeli y : [0,1] > H/~ jest krzywą łączącą [Wz+] z [Wy], to L(y) > 21n et 


Dowód. Niech y : [0,1] > t > [Was] € H/~ będzie krzywą taką, ze y(0) = [Wa] i y(1) = 
[W,.]. Zdefiniujmy f : [0,1] + [0,1] za pomocą wzoru f(t) = lx; ||. Pokażemy, że f jest 
ciągła. W rzeczy samej, jeżeli t,, — t, to 
im du. (Y(n), (E) = lim dzy. (Wz; Js Wagl) = lim d(Wez., Wer) = 0, 
co w świetle Stwierdzenia 4.3.5 jest równoważne z lim,» p(z; ,1ę) = 0. Zatem korzystając 
z (IV), 
lim f(t,) = lim [eż | = leż = £0), 


co oznacza, że f jest ciągła. W związku z tym, ponieważ f(0) = |/2*|| i f(1) = |ly*||, otrzy- 
mujemy f([0,1]) > [Ila*||, lly*|1]. Niech 


n * k x * 
fi = mex ft e [0,1]: SO = la += ("l = le Dp ete 


i tọ = 0, n € N. Ta konstrukcja daje nam, dla każdego n € N, podział przedziału (0, 1): 
0= tý <t] <: <t? = 1. Stosując Twierdzenie 3.2.1 i podążając za obliczeniami z Lematu 
4.3.11, otrzymujemy 


nl mi 1+2lej || — lle 


. e n m i 
mig 2 dz. (Gin) (0) > lita, 2 —— ae 


m1 142 (æl +2 dyll- leh) — le*|- E Cel- lle) 


V 


L(y) 


1+ Ily"ll 


= 2ln T 
1+ ||x*|| 


Z Lematów 4.3.11 i 4.3.12 otrzymujemy następujące wnioski. 
Wniosek 4.3.13 (A. Gergont, E. Piasecki [30|). Niech OKa<5<lie'eB,. Wtedy 


1+ £ |le*|| 
A (Wace), Wae]) = 2n LECI 
H/~ | p | | | 1+a|le*| 


Ponadto y(t) = |Wie«| jest najkrótszą krzywą wH/~ łączącą [Waer] i [Woe]. W szczególności, 
dla a =0 i 8 = 1 otrzymujemy część (2) Twierdzenia 4.3.9. 


Wniosek 4.3.14 (A. Gergont, L. Piasecki [30]). Hiperpłaszczyzna W /3-1)ex omawiana we 
Wniosku 3.2.7 jest równoodległa od c i co również względem metryki ścieżkowej. Mianowicie 


dj, (col, [Wane] = dj, (Wel; e]) = 1n 2. 


Ponadto, nie ma hiperptaszczyzny W.« równoodległej od c i co o mniej niż In 2. 
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Wniosek 4.3.15. Niech A C H/.. Dla dowolnej warstwy [We] € H/. definiujemy odległość 
ścieżkową z [W.»] do zbioru A wzorem 


diste" ([We-], A) = inf (dzy; [Wee], [War]) : [War] € A}. 
Wtedy, dla dowolnych e* € By, ir € [0,1] takich, że 0 < |le*|| <r <1, mamy 
dist?” ([We-], Sny. ([co], n(l + 2r))) = inf fazę" ((W.»], [Wz-]) : x* € Sa (0,r)} 


path 1 +r 


= Wah Wree i 1 
ny We], [Wre» fier] 1+le'l 


Uwaga 4.3.16. Należy wspomnieć, że odległość Banacha-Mazura pomiędzy dwiema izo- 
morficznymi przestrzeniami Banacha X i Y możemy interpretować jako kres dolny długości, 
względem odległości Banacha-Mazura, wszystkich krzywych łączących X iY. Szkic dowodu 
tego faktu oparty na technice interpolacyjnej rozwiniętej przez A. P. Calderóna [10| można 
znaleźć w [52]. Wobec tego z Twierdzenia 2.1.4 możemy wywnioskować, że w klasie A wszyst- 
kich przestrzeni Banacha izomorficznych z cy, kres dolny długości wszystkich krzywych łą- 
czących c z co jest równy ln 3. Aby pokazać, że istnieje krzywa w A łącząca c i co o długości 
równej ln 3, wystarczy przywołać izomorfizm z Uwagi 2.1.6. Z drugiej strony z Wniosku 4.3.13 
i punktu (ii) Twierdzenia 1.0.4 mamy 


dae (eh [co]) = In 4. 


Zanim przejdziemy do kolejnego wyniku, przypomnijmy, ze dla dowolnej /;-predualnej X, 
stałą r*(X) określamy wzorem (3.1). 

Zauważmy, że w podobny sposób jak w Lemacie 4.3.11, możemy obliczać długości pewnych 
krzywych w klasie F/.. 


Lemat 4.3.17 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Niech 0 < a < 8 <S 1 iz € By, 

ie N. Połóżmy XP? = 2 Wier) „te [0,1]. Niech y : la, 6] — F/. będzie określona 
? 7 co 

wzorem y(t) = [X?°]. Wtedy y jest krzywą lipschitzowską łączącą [XZ] z |Xg'] o długości 


o Ire (XP) 
L(y) = 21n Irar (Xe) 


Dowód. Niech a < tı < to < P będą dowolnie wybrane. Wtedy z Przykładu 3.2.9 
1 + 2tor* (XP) — tır* (X7) 
d( XZ, XZ) =l 
AE) > 1+ tyr* (XP) 


nli Qtor* (XP) — 2tır* (X79) 
n | 
1+ tyr* (X79) 


dri_(Y(t1),Y(t2)) 


2r* (29) 
1+ tir* (X) 


2r* (XF) 


sa AAA 
[ta — +1] < 1+ ar* (X7) 


-|tg —t1]. 

Stad y jest lipschitzowska i w konsekwencji prostowalna. Dla dowolnego n € N rozwazmy 
następujący podział przedziału |a, 6] : tę = a+ E(B — a), k=0,1,...,n. Stosując ponownie 
Przykład 3.2.9 otrzymujemy 
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n—-1 nl 
L(y) = lim X dey, (7 (tesa) +7 (4) = lim X a (XR, o XH) 
k=0 k=0 
m1 (1+2r* (XP) (a + kE) — r* (XP) (a + 224) 
1+r* (XP) (a + Sk) 
n-1 AA) 


pa li | = AAA Sh 
e ll ¡O a) GaP) 1+ ar* (Xf) 
1 


Lemat 4.3.18 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Niech 0 < a < 8 < lia? € By, 
i € N. Połóżmy Xf = Sa Wert) pa , t € [0,1]. Niech y : [a, 6] > F/~ będzie dana wzorem 
y(t) = [XF]. Wtedy y jest krzywą lipschitzowską łączącą [X3] z [X5] o długości 

1+ dr” (X7) 


L(y) = 21n ————_-. 
(7) s 1+ ar* (X7) 


Dowód. Dowód jest podobny do dowodu Lematu 4.3.17, wiec go pomijamy. 


W dalszej części wykażemy, że krzywe określone w Lemacie 4.3.17 i Lemacie 4.3.18 sa 
najkrótszymi krzywymi łączącymi odpowiednio X z X% oraz X4 z XZ. 
Kolejny lemat jest autorstwa Łukasza Piaseckiego (wynik nieopublikowany). 


Lemat 4.3.19. Niech X, X, € F, n EN. Jeżeli lim d(X,, X) = 0, to lim r* (Xn) = r* (X). 
Dowód. Pokażemy najpierw, że granica lim r* (Xn) istnieje. Załóżmy, że to nie jest prawda. 
Wtedy istnieją podciągi EO (Xna) ven takie, ze obie granice, Jim r* (Xn) 
oraz Jim r 2%) istnieją i Jm r (Xn) + Jim r (Xn) Wtedy r*(X) 4 Jia r (X, 
lub r*(X) 4 dim, r*(X,,). Załóżmy, ze r*(X) # im T*(Xn,). Jeżeli r*(X) > Jim q CG) o 
to z Twierdzenia 3.2.1 otrzymujemy 

1 + 2r*(X) — lim r* (Xn) 


lim inf d (X,,, X) > m p 


tem (6) 0 


Jeżeli r* (X) < lim r* (Xa) , to ponownie stosujac Twierdzenie 3.2.1 otrzymujemy 


p=>00 

1+ 2 lim r (Xn) — r*(X) 
1+r*(X) 

To prowadzi do sprzeczności z naszym założeniem. Podobne rozumowanie pokazuje, że 


lim r” CARTAS 


> 0. 


lim inf d (as X) >In 


poo 
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Stwierdzenie 4.3.20 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Niech [Xo], [Xi] € F/~ będą 
takie, ze r*(Xo) < r*(X1). Jeżeli y : [0,1] => F/~ jest krzywą łączącą [Xo] z [X1], to 


l+yr* (X) 

L(y) > 21n =>. 

AA 50%.) 
Dowód. Niech y : [0,1] > t => [X] € F/.. Zdefiniujmy f : [0,1] > [0,1] przez f(t) = r*(Xz). 
W świetle Lematu 4.3.19 funkcja f jest ciągła. Ponieważ f(0) = r*(Xo) i f(1) = r*(Xı), 


otrzymujemy f([0,1])  [r*(Xo), r*(X1)]. Niech 
k 
tę = max fı € [0,1] : f(t) = r*(Xo) + y (As) — ry] ,k=1,...,n 
i tọ = 0. Ta konstrukcja daje nam, dla każdego n € N, następujący podział odcinka [0,1] : 


0=% <t] <- <t? = 1. Zatem na mocy Twierdzenia 3.2.1 i obliczeń z Lematu 4.3.17 
otrzymujemy 


n-1 = 1 + 2r* (Xn ) — r*(Xyn) 
L(y) > liminf Y d t) y(t™)) > lim Y ln ktl È 
(y) THID 2 Flo (7( A al k )) 92 1 + r*(Xin) 
a FS ZĘ (06) — 1 (Ka) + 1" (Na) — $ (X) — r*(X0)) 
= lim Soin n > n 
zer 1+r*(Xo) FZ (X1) — r*(X0)) 
1 | r*(X1) 
=~ Dl 
" T+ r*(Xo) 


Z Lematów 4.3.17-4.3.18 oraz Stwierdzenia 4.3.20 otrzymujemy nastepujacy wynik. 
Wniosek 4.3.21. Niech 0 <a < 8<lia; € Ba, i € N. Połóżmy XP = (DE; Wizz); 
2 co 
X? = (Chi Weer), t € [0,1]. Wtedy 


1+ 8r* (XP) 
path 00 0]) = R 
AA) = 2m0 (5) 
oraz 1 B * (X7) 
path (pra pyny) — oj, EPA) 
UTM ([ abl 31) PL ar* (XT) 


4.4 Stabilność słabej” własności punktu stałego w obrębie wybranych klas 
/,-predualnych 


Niech X będzie nieskończenie wymiarową przestrzenią Banacha. Mówimy, że niepusty, 
ograniczony, wypukły i domknięty podzbiór C przestrzeni X ma własność punktu stałego 
(w skrócie WPS), jeśli każde nieoddalające przekształcenie T : C — C (tzn. przekształcenie 
spełniające warunek |T(x) — T(y)|| < lx — yl] dla dowolnych z,y € C) ma punkt stały. 
Przestrzeń dualna X* ma słabą” własność punktu stałego (w skrócie o(X*, X)-WPS), jeśli 
każdy niepusty, wypukły, o(X*, X)-zwarty podzbiór C przestrzeni X* ma WPS. 

Przejdziemy teraz do przytoczenia znanych wyników dotyczących słabej” własności punktu 
stałego w obrębie ośrodkowych L,-predualnych. 
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Twierdzenie 4.4.1 (L. A. Karlovitz [37]). Przestrzeń £(, ma o(14, co)- WPS. 


Twierdzenie 4.4.2 (E. Casini, E. Miglierina, Ł. Piasecki [19]). Jeżeli X jest ośrodkową 
przestrzenią Lindenstraussa, dla której X* nie jest ośrodkowa, to X* nie ma o(X*, X)-WPS. 


Wynik ten jest wnioskiem z poniższego twierdzenia oraz faktu, że każda ośrodkowa L;- 
predualna X, dla której X* nie jest ośrodkowa, zawiera podprzestrzeń izometryczną z C(A) 
[43] (gdzie A oznacza zbiór Cantora) i wobec tego również podprzestrzeń izometryczną z c. 


Twierdzenie 4.4.3 (E. Casini, E. Miglierina, E. Piasecki [19|). Jeżeli ośrodkowa przestrzeń 
Banacha X zawiera izometryczną kopię przestrzeni c, to X* nie ma o(X*, X)-WPS. 


Przypomnijmy, że jeśli X jest nieskończenie wymiarową przestrzenią Lindenstraussa, dla 
której X* jest ośrodkowa, to X* = 44. Wobec tego interesującym nas przypadkiem sa 4⁄4- 
predualne. 


Stwierdzenie 4.4.4 (E. Casini, E. Miglierina, E. Piasecki [19]). Niech e* € Ba. Wtedy 4 
ma o(lı, We:)-WPS wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z następujących warunków: 


1) ||e"|| <1, 
2) ||e'|| = 1 i zbiór Nt = {n EN: e(n) > 0) jest skończony. 
Powyższy wynik jest wnioskiem z Twierdzenia 1.0.4 oraz poniższego twierdzenia. 


Twierdzenie 4.4.5 (M. A. Japón-Pineda, S. Prus [35|). Niech r będzie lokalnie wypukłą 
topologią w przestrzeni l, słabszą niż staba topologia na kuli jednostkowej. Przypuśćmy, ze 
standardowa baza (en) jest zbieżna do e € (4 w topologii r. Wówczas l, ma T-WPS wtedy 
i tylko wtedy, gdy spełniony jest jeden z następujących warunków: 


1) llell < 1, 
2) ||e||= 1 i zbiór Nt = {n EN: e(n) > 0) jest skończony. 


Kolejne twierdzenie charakteryzuje wszystkie /,-predualne X, dla których /, nie ma 
o(lı, X)-WPS. Zanim przejdziemy do zaprezentowania tego wyniku, przypomnijmy, że o hi- 
perpłaszczyźnie W,« mówimy, ze jest “zła w sensie o(/,, We)- WPS” (w skrócie “ta”), jeżeli 
e* € Ba jest taki, że lle*|| = 1 i zbiór Nt = {n € N: e*(n) > 0) jest nieskończony. 


Twierdzenie 4.4.6 (E. Casini, E. Miglierina, Ł. Piasecki [19]). Niech X będzie ¢,-predualna. 
Wówczas następujące warunki są równoważne. 


(1) L nie ma o(l4, X)-WPS. 


(2) Istnieje podciąg (ez, )ren standardowej bazy (e; )nen w 4, który jest a(t,, X)-zbiezny do 
elementu e* € Ll; takiego, że ||e*|| = 1 oraz e*(ny) > 0 dla wszystkich k € N. 


(3) Istnieje ilorazowa przestrzeni X izometryczna ze “da” Wy. 


(4) Istnieje ilorazowa przestrzeni X zawierająca izometryczną kopię złej” Wy». 
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Uwaga 4.4.7. Jak wykazano w pracy [19], złe” hiperpłaszczyzny W,» i W,+ w warunkach 
(3) i (4) Twierdzenia 4.4.6 nie mogą zostać zastąpione przez c. 


Twierdzenie 4.4.8 (E. Casini, E. Miglierina, Ł. Piasecki [20|). Niech X będzie (1 -predualna. 
Wówczas następujące warunki są równoważne. 


(1) L nie ma c(£,, X)-WPS. 


(2) Istnieje ilorazowa przestrzeni X izometryczna z pewną nieskończenie wymiarową przes- 
trzenią A(S). 


(3) Istnieje ilorazowa przestrzeni X zawierająca izometryczną kopię pewnej nieskończenie 
wymiarowej przestrzeni A(S). 


(4) Istnieje ilorazowa przestrzeni X izometryczna z ¢,-predualna hiperptaszczyznq w c zawie- 
rającą element (1,1,1,...) z przestrzeni c. 


(5) Istnieje ilorazowa przestrzeni X zawierająca izometryczną kopię (+-predualnej hiperptasz- 
czyzny w c zawierającej element (1,1,1,...) z przestrzeni c. 


Uwaga 4.4.9. Warunki (4) i (5) Twierdzenia 4.4.8 wynikają z dowodu Twierdzenia 4.1 
z pracy |19]. Jak wykazano w pracy [20] przestrzeń A(S) w warunkach (2) i (3) Twierdzenia 
4.4.8 nie może zostać zastąpiona przez żadną z przestrzeni C(K). Ponadto wyraz “ilorazowa” 
nie może zostać zastąpiony przez “podprzestrzeń”. 


Zauważmy, że Twierdzenie 4.4.8 jest ciekawe w kontekście zaprezentowanej w rozprawie 
nowej charakteryzacji przestrzeni Lindenstraussa mających WROZ (patrz Twierdzenie 4.2.6). 
Przykład 4.4.10. Wróćmy do £¡-predualnych hiperpłaszczyzn W,;, Was, Waz i Woz rozpa- 
trywanych w Przykładach 4.1.6 i 4.2.9. W świetle Stwierdzenia 4.4.4, (, ma o(/,, W,;)-WPS, 
natomiast nie ma o(/1, W,;)-WPS, o(¢1, Wos)-WPS i o(41, W,;)-WPS. 


Ważnym zagadnieniem dotyczącym słabej* własności punktu stałego jest jej stabilność. 
Przypomnijmy, że X* ma stabilną słabą* własność punktu stałego, jeśli istnieje y > O taka, 
że Y* ma o(Y*, Y)-WPS o ile d(X, Y) < y (patrz [22, Definicja 3.2]). 


Twierdzenie 4.4.11 (E. Casini, E. Miglierina, E. Piasecki, R. Popescu [22]). Niech X będzie 
(,-predualną. Wówczas następujące warunki są równoważne. 


(1) L ma stabilną o(l,, X)-WPS. 
(2) (ext By.) C rBx dla pewnego 0 <r < 1. 


Przejdźmy teraz do ujęcia ilościowego rzeczonego zagadnienia. Dla dowolnej przestrzeni 
Banacha X takiej, że X* ma słabą*-WPS wprowadźmy następującą stałą stabilności: 


y*(X) = sup {7 2 0 : d(X, Y) < y => Y* mao(Y*,Y)-WPS), 


a jeśli zbiór, dla którego rozważamy supremum jest pusty, to przyjmujemy y*(X) = 0. Uwaga 
ta będzie obowiązywała dla wszystkich stałych stabilności wprowadzonych w dalszej części 
pracy. 

Okazuje się, że jeśli X jest /,-predualną, to wartość powyższej stałej zależy jedynie od 
r*(X). 
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Twierdzenie 4.4.12 (E. Casini, E. Miglierina, L. Piasecki, R. Popescu [22, 21]). Niech X 
będzie (,-predualną. Jeśli l, ma 0(0,, X)-WPS, to 


2 


y'(X) = In Tor (x) 


W naszych rozważaniach zajmiemy sie zagadnieniem stabilności stabej* własności punktu 
stałego w obrębie klas H i F. Należy wspomnieć, że badania dotyczące stabilności słabej” 
własności punktu stałego w obrębie /,-predualnych zainicjowano w pracy [21]. Mianowicie, 
dla dowolnej /;-predualnej X takiej, ze 41 ma 0(€,, X)-WPS wprowadzono następującą stałą 
stabilności: 


n*(X) = sup {n > 0 : Y* = 4,d(X, Y) < n > Y* ma o(4,Y)-WPS}. 
Twierdzenie 4.4.13 (E. Casini, E. Miglierina, Ł. Piasecki, R. Popescu [21)). 
n“ (co) = ln 3. 


Podążając tą ścieżką badań, dla każdej W.- € H takiej, ze 0; ma o(41, W.-)-WPS zaj- 
miemy się oszacowaniem następującej stałej: 


MW.) = sup {n > 0: Y € H,d(We, Y) < n > Y* ma 0(£,, Y)-WPS}. 


Interesującą własnością w teorii punktów stałych, która będzie dla nas użyteczna podczas 
dalszych dywagacji jest prawie stabilna słaba” własność punktu stałego wprowadzona przez 
Ł. Piaseckiego [56]. Przypomnijmy, ze X* ma prawie stabilną słabą* własność punktu stałego 
(w skrócie p. s. o(X*, X)-WPS), jeśli Y* ma o(Y*, Y)-WPS o ile d(X, Y) = 0. Wobec tego 
możemy wywnioskować, że dla dowolnej przestrzeni Banacha X mamy 


stabilna o(X*, X)-WPS => prawie stabilna o(X*, X)-WPS = o(X*, X )-WPS. 


Należy zaznaczyć, że w ogólności implikacje w drugą stronę nie zachodzą, nawet w obrębie 
/,-predualnych. Dowodzą temu Przykłady 3.2-3.3 z [55] oraz Przykłady 3.4-3.5 z [56]. 
Przywołamy teraz kluczowe dla naszych dalszych rozważań wyniki. 


Stwierdzenie 4.4.14 (Ł. Piasecki [56]). Niech X będzie (,-predualną taką, że standardowa 
baza (ež) jest o((,, X)-zbiezna do e*. Wtedy następujące warunki są równoważne. 


(1) L ma prawie stabilną o((1, X)-WPS. 

(2) ly ma stabilną o(l,, X)-WPS. 

(8) lel <1. 

(4) Dla każdego x* € Sp, mamy ple*, x*) > 0. 

(5) Dla dowolnej przestrzeni Banacha Y takiej, ze d(X, Y) = 0, c £ Y. 

Stwierdzenie 4.4.15 (Ł. Piasecki [56]). Niech X = CH Waz) y, gdzie x; € By, dla 


kazdego i = 1,...,n, ne N. Wtedy następujące warunki są równoważne. 
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(1) L ma prawie stabilną 0((1, X)-WPS. 

(2) ly ma stabilną o(l,, X)-WPS. 

(3) ||xż|| < 1 dla każdego i =1,...,n. 

(4) Dla każdego x* € Są orazi=1,...,n mamy p(aź, x”) > 0. 

(5) Dla dowolnej przestrzeni Banacha Y takiej, ze d(X, Y) =0, c ZY. 


Stwierdzenie 4.4.16 (L. Piasecki [56|). Niech X = >> Wes ) , gdzie xš € By, dla każdego 
i / co 
ie N. Wtedy następujące warunki są równoważne. 


(1) L ma prawie stabilną o((1, X)-WPS. 
(2) Dla każdego y* € Sp, oraz dowolnego ciągu (y;) w (ext Bx:) mamy lim inf p(y;,y*) > 0. 
(3) Dla dowolnej przestrzeni Banacha Y takiej, ze d(X, Y) =0, c ZY. 


Uwaga 4.4.17 (Ł. Piasecki [56]). Ze Stwierdzenia 4.4.4 oraz Twierdzenia 4.4.11, /, ma 
o(ł4, We«)-WPS i jednocześnie /, nie ma stabilnej o(/,, W-«)-WPS wtedy i tylko wtedy, gdy 
|e*|| = 1 i zbiór N* = {n € N : e*(n) > 0) jest skończony. Zauważmy, że w tym przypadku 
z Twierdzenia 2.2.3 i Twierdzenia 2.2.2 możemy wskazać nieskończenie wiele wzajemnie nie- 
izometrycznych przestrzeni Wz, € Fw,. takich, ze £, ma o(/,, Wz, )-WPS i jednocześnie 
nieskończenie wiele wzajemnie nieizometrycznych przestrzeni Wa. € Fw, takich, że 4 nie 
ma 0(£1, Was, )-WPS. Istotnie, przyjmując e = (—1, —1, —1,...) zbiór {Wz :i E NU {0}} 
składa sie z wzajemnie nieizometrycznych przestrzeni takich, że d(W., Wa,.) = 0 oraz £, ma 
olh, Wa, )- WPS dla każdego i € NU{0}. Następnie wystarczy rozważyć rodzinę ciągów zna- 
ków Le, = (ex(n)) : k € NU {0}} takich, ze €,(n) = (-1)0-0/2% dla dowolnych k € NU {0} 
in € N, gdzie |x| oznacza część całkowitą liczby x. Wtedy zbiór Wa. : ke NU {O}} 
składa sie z wzajemnie nieizometrycznych przestrzeni takich, że d(W.», Foc) = 0 oraz 4 
nie ma o(f;,W-z__ )-WPS dla każdego k € NU {0}. 


C* co, ep, 


Zauważmy, że wobec powyższej uwagi, rozważania dotyczące stałej nz, (W.-) możemy ogra- 
niczyć do przypadku, gdy |le*|| < 1. 


Twierdzenie 4.4.18 (A. Gergont, Ł. Piasecki [29]). Dla każdego e* € int By, mamy 


3— lle"l| 


(Wer) = Mm 51: 
A 1+ |e*| 


Dowód. Jeżeli e* = 0, to We jest izometrycznie izomorficzna z co (patrz punkt (ii) Twierdze- 
nia 1.0.4). Ze Stwierdzenia 3.2.3 i Stwierdzenia 4.4.4 otrzymujemy, że 7 (co) < In3. Ponieważ 
n(co) > n*(co) = In3 (patrz Twierdzenie 4.4.13), więc n% (co) = ln3. 

Załóżmy teraz, że ||e*|| > 0. Ze Stwierdzenia 4.4.14, jeżeli W,. € H jest taka, że /(, nie ma 
o(L,, W.+)-WPS, to Wz» zawiera prawie izometryczne kopie przestrzeni c. Zatem z Wniosku 
3.1.5 3 — Ile" 

— lle 
(War, Wer) > In Tref 
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W konsekwencji, 


r 3- lle*|| 
1+ |le*|| 
Aby zakończyć dowód pozostaje nam pokazać, ze d(W.., We jle) = In St i ponownie 


zastosować Stwierdzenie 4.4.14. W tym celu zacznijmy od rozważenia hiperpłaszczyzny W», 
gdzie 
a = (e*(1),...,e*(n),0,0,...) € int Ba, 


przy czym liczba n € N jest na tyle duża, aby zagwarantować, że x, 4 0. Rozważmy od- 
wzorowanie Tn : Was Jes + Wa; określone dla dowolnego x = (x(1),x(2),...) € Was sa 
w nastepujacy sposób: 


xli) dla l<i<n, 


1-1 
Lyon e'()z(5) dlai>n. 


IE 
2 


Dla dowolnego n, Tn jest izomorfizmem i ||7,|| < 1. Aby pokazać, że ||T,|| = 1, wystarczy 
rozważyć element 
(sene*(1),... ,sgne*(n),1,1,...) € ŚW, pjes 


Z drugiej strony, dla dowolnego z = (x(1),z(2),...) € Wz mamy 


Tol 


n 


; zli) dla 1<i<n, 
(x)(i) = a a È on aa | 
mat + Fazy 232 2 U)2(8) dla i > n. 


Łatwo wywnioskować, ze |T,'|| < (3 — ||zż||)/Q + ||lzż||). Aby pokazać równość, wystarczy 
rozważyć element 


Ggne'(),....sgne'(n),1,|eż]|.|iżżll,.-) € Św... 


Wobec tego ZZ IT = (3 — |lzźż|[)/(1 + ||z$||). Następnie zauważmy, ze ze Stwierdzenia 
4.1.5 wynika, że przestrzeń W: /ļzsļ zawiera izometryczną kopię przestrzeni c. Zatem, w 
świetle Twierdzenia 3.1.3, otrzymujemy 


W W 3 — |tz] 
d( fa ed Le > xe) = ln O ŁA 
Ponieważ lim, „e ||z* — e*|| = 0, więc z Lematu 3.2.2 dostajemy 
W... W 3— liell 
a( e*, VY er /le* ) = In : 
/lle* || 1 + [lex] 


Przeprowadzimy teraz analogiczne rozumowanie dotyczace stabilnosci stabej* wlasnosci 
punktu stałej w obrębie klasy F. Dla każdej przestrzeni X € F takiej, ze 4 ma a(¢,, X)-WPS, 
rozważmy następującą stałą: 


n-(X) = sup {n > 0: Y € F,d(X,Y) < n => Y* ma d(£,, Y)-WPS). 
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Twierdzenie 4.4.19 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Dla dowolnej przestrzeni X € F 
takiej, że lı ma o(l,, X)-WPS mamy 


Dowód. Niech przestrzeń X € F będzie taka, ze 0; ma o(¢,, X)-WPS. Zauważmy, że z Twier- 
dzenia 4.4.6 i Stwierdzeń 4.4.15-4.4.16 wynika, że jeżeli przestrzeń Y € F jest taka, że 41 nie 
ma o (1, Y)-WPS, to zawiera prawie izometryczne kopie przestrzeni c. Zatem z Wniosku 3.1.5 


3—r*(X) 


> ln 22 
d(X, Y) > ln 1400 


i wobec tego 
3=r*(X) 
n 1+r(X) 
Rozważmy teraz dwa przypadki. Jeśli r*(X) = 0, to X = co. Ponieważ c € F, d(c, co) = ln 3 
i /, nie ma o(/,,c)-WPS, więc otrzymujemy nž(co) = In3. 
Załóżmy teraz, że r*(X) > 0. Przyjmijmy, że X = (72, Wer). , gdzie x? € By, i EN. 
Wtedy ° 


nz(X) >1 


(ext-Bys) = {(0,0,...)}U LJ{Æ(0,...,0,£7,0,0,...)}. 
Połóżmy z; = (0,...,0,x7,0,0,...). Niech e € (0,r*(X)) będzie dowolnie wybrany. Wy- 
¡1 
bierzmy ZĘ, € (ext By.) taki, że lz% | = |aż | > r*(X) —e. Zdefiniujmy teraz przestrzeń Y; 


w taki sposób, że składnik o numerze ig w X = CE Waz) zastępujemy przez Wer /le 
2 co 4 


ioll? 


20 

Zauważmy, ze ze Stwierdzenia 4.4.16, istnieje taka przestrzeń Banacha Z, ze d(Y;,, Z) = 0 

icCZ. Z Twierdzenia 4.4.3 wynika, ze /, nie ma o(/,, Z)-WPS. Ponadto zauważmy, ze 
d(X,Y;,) < d(Wor , Wer slot, 11)- 


Korzystając z Przykładu 3.2.4 otrzymujemy 


3 — |la* 
o" zale = ET A] 
W konsekwencji, 
3 — lje} || 3—r*(X) +e 


AO > ol ee 
A AO 


Przechodząc z e — 0 dostajemy 


co kończy dowód. Przypadek, gdy X = (237 Wer) on „gdzie a; € B,,i=1,...,n, dowodzi 


się w analogiczny sposób. 
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Zauważmy, ze ze Stwierdzenia 4.4.14, /4 ma prawie stabilną o (41, W.-)-WPS wtedy i tylko 
wtedy, gdy |le*|| < 1. Ponadto Stwierdzenie 4.4.4 i Twierdzenie 2.2.3 pokazują, ze dla każdego 
e* € Sp, takiego, ze (, ma o(/,, W,.)-WPS, warstwa [W,.] zawiera hiperpłaszczyznę W,. taka, 
że /, nie ma o(¢;, W,.)-WPS (patrz również Uwaga 4.4.17). W związku z tym w kontekście 
metryki ścieżkowej w H/~ definicja prawie stabilnej słabej” własności punktu stałego jest 
bardziej stosowna niż definicja słabej* własności punktu stałego. Wobec tego, dla dowolnej 
warstwy [We] € H/. takiej, ze /, ma prawie stabilną o(¢,, W,«)-WPS, wprowadźmy nową 
stałą: 


my. ([Wee]) = sup{n > 0 : [Wa] € H/a, diz)" [Wer], [Wz-]) < n > 41 ma p. s. o(£,, Wa»)-WPS). 
Wyznaczymy teraz dokładne wartości tej stałej. 


Twierdzenie 4.4.20 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Dla dowolnego e* € int By 
mamy 


ny ([We:]) =21n ——.. 
am 1 + ||e*|| 


Dowód. Twierdzenie jest konsekwencją Stwierdzenia 4.4.14 i Wniosku 4.3.15 dla r = 1. 


Podobnie jak w przypadku stałej stabilności słabej* własności punktu stałego, również 
i tutaj możemy uogólnić nasze badania na szerszą klasę przestrzeni. Dla dowolnej warstwy 
[X] € F/. takiej, że 4 ma prawie stabilną o(¢,, X)-WPS, zdefiniujmy następującą stałą: 


ney ([X]) = sup{n > 0: [Y] e F/., de" ([X], [Y]) <n > & ma p. s. o(£,,Y)-WPS). 


Twierdzenie 4.4.21 (A. Gergont, wynik nieopublikowany). Dla każdej warstwy |X] € F/. 
takiej, że (1 ma prawie stabilną o (k41, X)-WPS mamy 
2 
path 
X|)=2n————. 
nF (l D "1+r'(X) 
Dowód. W świetle Stwierdzeń 4.4.15, 4.4.16 i 4.3.20 otrzymujemy 
2 
> 
X|) > 21n == . 
Rozwazmy teraz dwa przypadki. Jeżeli r*(X) = 0, to X = co. Z Wniosku 4.3.21 dla dowolnej 
[Y] € F/. mamy dej (le co], [Y]) = 2In(1+r*(Y)). Ponownie korzystając ze Stwierdzen 4.4.15 
i 4.4.16 otrzymujemy (le peed 
Przejdźmy teraz do przypadku, gdy r*(X) > 0. Przyjmijmy, że X = Z. War) , gdzie 
ile 
u; € By, i € N. Dla dowolnego e € (0,r*(X)) w dokładnie ten sam sposób jak w dowodzie 
Twierdzenia 4.4.19 skonstruujmy przestrzeń Y;,. Ze Stwierdzenia 4.4.16, @; nie ma prawie 
stabilnej o(/4, Y,,)>WPS. Następnie przez X, oznaczmy przestrzeń X = bp Waz) , w któ- 
i) co 
> składnik o numerze ip zastępujemy przez W y: A dla t € [1,1/||x;, ||| oraz określmy krzywą 
: [1,1/]||«ż ||| > F/~ wzorem y(t) = [X,]. Niech 1 < tı < to < 1/l|x;, || będą dowolnie 
KA Naśladując metodę rozumowania z Lematu 4.3.11 otrzymujemy oszacowanie: 
1+ 2t2||27, || — leat) 
1 + tillez | 


de. (y(t1), y(t2)) = d (Ks Ata) < Wires , Wier ) = ln ( 


2| || 2\|z55 || 
et ot io | EPEL = 
1+ tala ita — +] < 1 + |< 


ioll 


- [t2 — ty|. 


PS 


66 


Stąd y jest lipschitzowska i wobec tego eee Dla dowolnego n € N, rozwazmy na- 
stępujący podział przedziału [1,1/|[xj, |||: tę = 1+ 5 : (mkr T -1), k=0,1,...,n. Z obliczeń 
z Lematu 4.3.11 otrzymujemy 


n-l n—1 


Dey) = fim E dajaky (hss) Teo) = Jim, Y (X, a Ksi) 
=0 =0 
< lim Sd (Wag ep Wines ) 


k=0 


a [iranhe n) ez ( 
a 4 


l =l 
a Tez T 
=i 1+ egl (1+ E) 
2 
= n PEE 
1+ |z 
Wobec tego dee ([X | [7%]) < 21n TZT y <21n roo Przechodząc do granicy z e => 0, 


otrzymujemy 


co kończy dowód. Przypadek, gdy X = Za Wa; ) on dla z; € Bp,,1=1,...,n, jest analo- 
giczny, więc go pomijamy. > 


Uwaga 4.4.22. Warto zwrócić uwagę na to, jak stałe stabilności mogą sie od siebie różnić 
w zależności od tego, w obrebie której klasy przestrzeni się poruszamy. Jako przykład po- 
równajmy stałe stabilności dla przestrzeni cy. Z Twierdzenia 4.4.12 wynika, ze y*(cg) = ln 2, 
podczas gdy z Twierdzeń 4.4.13, 4.4.18 i 4.4.19 otrzymujemy 7*(co) = n4(co) = nz(co) = In3. 
Z drugiej strony, w przypadku tale stabilności opartej na metryce ścieżkowej, The. ([co]) = 


ne (le o]) = In 4 (patrz Twierdzenia 4.4.20-4.4.21). 
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